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Vorwort. 



Das vorliegende Buch behandelt die von mir gefundenen Pocal- 
eigenschaften der Flächen zweiter Ordnung und bietet gegenüber meinen 
früheren Veröffentlichungen*) über denselben Gegenstand nicht nur 
eine durchgängige Vereinfachimg der Beweise dar, sondern auch eine 
wesentliche Vervollständigung der Theorie. Es sind vor allem zu den 
Focaleigenschaften der Ellipsoide imd Hyperboloide die der Paraboloide 
neu hinzugekommen**). Es werden femer mehrere bisher kaum be- 
achtete Einzelheiten der Theorie näher untersucht, wie die unbestimmte 
Form der gebrochenen Focaldistanzen in den Kreispunkten der Ellipsoide 
imd zweischaligen Hyperboloide. Endlich sind auch die Focaleigen- 
schaften der Rotationsellipsoide, Rotationshyperboloide und Rotations- 
paraboloide als organische Bestandtheile der allgemeinen Theorie ein- 
gefügt worden. 

Durch die neue Bearbeitung hoffe ich den Focaleigenschaften der 
Flächen zweiter Ordnung dieselbe Verbreitung in den Lehrbüchern der 
analytischen Geometrie zu ermöglichen, welche die entsprechenden 
Eigenschaften der Kegelschnitte schon längst gefunden haben. Mit 
Rücksicht darauf schliesst sich das Buch unmittelbar an die in den 
Lehrbüchern enthaltene Classification und Gestaltbeschreibung der 
Flächen zweiter Ordnung an, womit zugleich die wenigen zu seiner 
Leetüre erforderlichen Vorkenntnisse bezeichnet sind. Es beginnt mit 
der Ableitung der Hauptsätze über confocale Flächen (§§ 1 — 5; 26 — 28) 
und über elliptische und parabolische Coordinaten (§§ 6 — 10; 29 — 33) 
als der natürlichen Grundlagen für die darauf folgenden Entwicklungen 
über Focalkegel, Focallinien imd gebrochene Focaldistanzen (§§ 11 — 25; 
34 — 43). Die aus der analytischen Geometrie der Ebene und aus 
einigen dem Gegenstande femer liegenden Theilen der analytischen Geo- 
metrie des Raumes nothwendigen Vergleichspunkte und Voraussetzungen 

*) In den Berichten der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 

zu Leipzig, Jahrg. 1882, und den Mathematischen Annalen, Bd. XX und Bd. XXYII. 

**) Vgl. die vorläufige Mittheilung in den angeführten Berichten, Jahrg. 1895. 



rV Vorwort. 

sind zur Erleichterung für den Leser unter einer dem Bedür&iss an- 
gepassten Form in den Anmerkungen I — ^V beigefügt. 

Durch zahlreiche den Text begleitende Figuren habe ich mich be- 
müht, den Focaleigenschaften der Flächen zweiter Ordnung dieselbe 
Anschaulichkeit zu verleihen, wie sie denen der Kegelschnitte eigen 
ist. Diejenigen Bestandtheile der Construction dieser Figuren, welche 
für die vorgetragene Theorie selbst wesentlich erschienen, erfahren in 
der Anmerkung VI eine kurze Erläuterung. 

Was die Hauptergebnisse des Buches selbst betri£Pt, so finden sich 
die Focaleigenschaften des Ellipsoides, des einschaligen und zwei- 
schaligen Hyperboloides, des elliptischen und hyperbolischen Para- 
boloides in den Sätzen HI auf SS. 89, 97, 101, 155, 159 ausgesprochen. 

Sie bieten in der vorliegenden Form eine durchgängige Analogie 
zu den bekannten Focaleigenschaften der Ellipse, Hyperbel und Parabel 
(SS. 168, 175) dar: Den beiden Brennpimkten von Ellipse imd Hyperbel 
entsprechen die vier Hauptbrennpunkte (S. 2) von Ellipsoid imd Hyper- 
boloid. Den Entfernungen (Focaldistanzen) des laufenden Curvenpunktes 
von den beiden Brennpunkten entsprechen die kürzesten über einen 
der beiden Focalkegelschnitte (S. 2) gemessenen Entfernungen (ge- 
brochenen Hauptfocaldistanzen, S. 75) des laufenden Flächenpunktes 
von den vier Hauptbrennpunkten. Wie für Ellipse und Hyperbel 
Summe imd Differenz der beiden Focaldistanzen, so stehen für Ellipsoid 
und Hyperboloid Summe und Differenz zweier gebrochener Focal- 
distanzen in directer Beziehung zur Hauptaxenlänge (S. 2). Bei den 
Flächen wie den Curven zweiter Ordnung ßlllt die Normale in die 
Halbirungshnie des Winkels oder Nebenwinkels zweier Focaldistanzen. 
Bei dem elliptischen Paraboloid stimmt die auf die innere gebrochene 
Hauptfocaldistanz (S. 154) und die Hauptdirectrixebene bezügliche Focal- 
eigenschaft Wort für Wort zu der Focaleigenschaft der Parabel, während 
die Focaleigenschaft des hyperbolischen Paraboloides sich denen der 
Hyperboloide und der Hyperbel an die Seite stellt. Endlich ist die 
Fadenconstruction des Ellipsoides (S. 92), welche sich auf dessen Focal- 
eigenschaft gründet, das Seitenstück zu der bekannten Fadenconstruction 
der Ellipse aus ihren beiden Brennpunkten (S. 168). 

Der Begriff der Focaldistanz selbst erfährt beim Uebergang von 
der Ebene zum Baume insofern eine wesentliche Erweiterung, als es 
sich dort um die absolut kürzeste, hier um die kürzeste über eine 
Curve gemessene Entfernung zweier Pimkte handelt. Wie aber die 
gebrochene Focaldistanz des Raumes die gewöhnliche Focaldistanz der 
Ebene als besonderen Fall in sich schliesst (S. 87), so sind in den be- 
trachteten Focaleigenschaften der Flächen zweiter Ordnung die Focal- 



Vorwort. V 

eigenschaften nicht nur der Kegelschnitte^ sondern auch der Rotations- 
flächen zweiter Ordnung als specielle Falle enthalten: Beim Uebergang 
des allgemeinen Ellipsoides oder Hyperboloides in ein Rotationsellipsoid 
oder Rotationshyperboloid vereinigen sich entweder von den vier Haupt- 
brennpunkten zwei in dem Mittelpunkte und losen sich die beiden 
anderen in den Focalkreis der Rotationsfläche auf oder vereinigen sich 
die vier Hauptbrennpunkte paarweise (S. 3; 4). In beiden Fallen 
gehen Formeln und Wortlaut der Focaleigenschaften der allgemeinen 
Flächen immittelbar in die der Rotationsflächen (Sätze HI' und HI'' 
auf SS. 91, 92, 99, 103) über. Ein analoger uebergang vollzieht sich 
vom elliptischen zum Rotationsparaboloid (Satz HI' auf S. 158). Bei 
Anwendung hingegen auf die Hauptebenen der Focalkegelschnitte 
liefert stets einer der beiden die Focaleigenschaft des Ellipsoides oder 
Hyperboloides ausmachenden Bestandtheile (Formeln 55, S. 88; 57, S. 96; 
59, S. 100) direct die Focaleigenschaft der Ellipse und Hyperbel in 
ihrer gewöhnlichen Form, während sich aus dem anderen eine zu- 
sammengesetzte Focaleigenschaft der centrischen Kegelschnitte heraus- 
bildet (Sätze V, S. 91, V und VI, S. 98, V, S. 102). In ähnlicher Weise 
faUt die Focaleigenschaft des elliptischen Paraboloides in den beiden 
Hauptebenen auf die gewöhnliche Focaleigenschaft der Parabel zurück, 
während aus der des hyperbolischen Paraboloides wiederum eine zu- 
sammengesetzte Focaleigenschaft der Parabel (Satz V, S. 161) entspringt. 
Durch die weitere Ausführung, welche die hiermit angedeuteten 
Beziehungen zwischen allgemeinen Flächen zweiter Ordnung einerseits 
und Rotationsflächen oder Kegelschnitten andererseits in den folgenden 
Blättern erfahren, hoffe ich bei dem Leser die Ueberzeugung zu er- 
wecken, dass in den entwickelten Lehrsätzen die lange gesuchten*) 
Focaleigenschaften der Flächen zweiter Ordnung wirklich gefunden sind. 

Rostock, Mai 1896. __ _, 

Otto Staude. 



*) In seinem Aper9u historique sur rorigine et le d^yeloppement des m^thodes 
en G^omätrie, Braxelles 1837, Note XXXI, § I, 29 sagt Chasles: II est une pro- 
pri^t^ principale des coniques . . ., c^est que: „la somme ou la diff^rence des 
rayons yectcurs menäs d'un point d^une conique aux deux foyers est constante^^ 
Nous ayons fait, pendant longtemps, des tentatives pour trouver quelque chose 
d'analogue dans les surfaces; mais sans obtenir aueun succ^s. Aussi d^sirons nous 
yiyement que cette matiäre ofßre assez d^int^ret pour proyoquer d^autres recherches. 
— Vgl. auch die Bemerkungen, welche Weierstrass der Mittheilung der Heiler- 
mann'schen Focaleigenschaften der Erümmungslinien der Flächen zweiter Ordnung 
in den Monatsberichten der Eönigl. Academie zu Berlin, Jahrg. 1858, S. 270, yor- 
ausschickt. 
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Erster Abschnitt. 

Die Focaleigenschaften der EUipsoide 

und Hyperboloide. 



Erstes Capitel. 
Das System confoealer EUipsoide und Hyperboloide. 

§ 1. Begriff der Hauptbrennpxmkte und Fooalkegelschnitte. 

Bedeuten Xy y, z die Coordinaten eines laufenden Baumpunktes in 
Bezug auf ein reclitwinkliges Axensystem Oxyz und Ay J5, C willkür- 
liche reelle Gonstanten^ so umfasst die Gleichung: 

alle möglichen EUipsoidey einschaligen und zweischoHigen Hyperboloide*), 
Durch die Voraussetzimgen 

(2) A^B^Cy A>0 

schliessen wir nur imaginäre Flächen aus und verfügen über die Lage 
der verbleibenden reellen Flächen in der Weise, dass die Grössenfolge 
ihrer Halbaaienquadrate Ay B, C der Reihenfolge der Coordinatenaxen 
entspricht. Wir zeichnen dadurch die x-y y- und jgr-Axe des Coordiuaten- 
systems als erste, zweite und dritte Hauptdxe, die xy-y xz- und y^er- Ebene 
als erste, zweite und dritte Hauptebene jeder Fläche (1) aus. 
Die reellen Constanten: 



(3) a=yA'^), d = yA — By e^yA—Cy 
welche den Bedingungen: 

(4) a>Oy O^d^e 

*) Vgl. Lindemann, Vorlesungen über Geometrie unter besonderer Be- 
nutzung der Vorträge von Alfred Clebsch, Bd. II, Th. I (Leipzig 1891), S. 172. 

♦•) Vgl. Anm. IV, 1. 

Staude, Focaleigenaobftften der Fl&chen 9. Ordnung. 1 



2 1. Abschnitt. Die Focaleigenschaften der EUipsoide und Hyperboloide. 

unterliegen, haben für die Fläche folgende Bedeutung: 2a ist die Ent- 
fernung der stets reellen Schnittpunkte der Fläche mit der ersten 
Hauptaxe, 2d und 2e die Brennweiten der stets reellen Schnittcurven 
mit der ersten und zweiten Hauptebene. Wir nennen 2a die Haupt- 
oxmlängCy 2d die Meine und 2c die grosse Ba/wpfbrennweiie der Fläche; 
femer die auf der aj-Axe beiderseits vom Mittdpunkte gelegenen 
Punkte x = + a (8, 8') die 8cheitelpunkte, x = + d (B^, J?o') die 
inneren Haupfbrennpunkte und x = +e (C^, Cq) die äusseren Haupt- 

hrennpunkte. 

Mit den Hauptebenen 

und Hauptbrennpunkten 
sind die Focalkegelsdinitte 
der Fläche (1) bestimmt, 
die Focalellipse c und die Fo- 
calhyperbel b (vgl. Fig. 1): 
Die FocaleUipse liegt in 
der ersten Hauptebene und 
hat die inneren Hauptbremir 
punkte der FläcJieals Brenn- 
punkte, und die äusseren 
als 8cheitelpunkte. Die 
Focalhyperbel liegt in der 
zweiten Hauptebene und hat 
die äusseren HoMpfbrenn- 
pmkte als Brennpunkte u/nd 
die inneren als 8cheitel- 
punkte. 




Fig. 1. 



Die Gleichungen der Focalkegelschnitte c und b lauten daher: 



(5) 



X' 



X' 



C 



+ 



B—C 



A—B B—C 



= 1, ^ = 



= i,y = o. 



Jeder einzelne ihrer Punkte wird ein Brennpunkt oder FoealpufM 
der Fläche (1) genannt. Die Hauptbrennpunkte sind ausgezeichnete 
Focalpunkte. 

Die vorstehenden Benennungen und Definitionen sollen nicht blos 
für die allgemeinen, den Ungleichheitszeichen in (2) und (4) ent- 
sprechenden Flächen (1) gelten, sondern auch auf die speciellen 
Flächen, welche zu den dortigen Gleichheitszeichen gehören, über- 
tragen werden. 

Mit B = A nimmt die Gleichung (1) die Form: 



(1') 



1. Capiiel. Das System confocaler EUipsoide und Hyperboloide. § 1. 

g' + y' 4_ ?' = 1 



A + c 

an^ in der sie alle abgeplatteten Botationsellipsoide und einschaligen Bo- 
taüanshyperböhide umfasst*). 

Für eine Fläche (1') 
ist die drüte Hauptaae als 
BotaMonsaxe und die erste 
Hauptebene als Aequatar- 
ebene bestimmt^ während 
als zweite und dritte Haupt- 
ebene zwei beliebige zu 
einander senkrechte Meri- 
dian^>enen und als erste 
und zweite Hauptaxe deren 
Schnittlinien mit der 
Aequatorebene zu gelten 
haben. Die inneren Haupt- 
brennpunkte Bq, Bq sind 
jetzt in den Mittelpunkt 
gefallen (vgl. Fig. 1'), so- 
dass aus der FocoMlvpse, 
deren Brennpunkte sie 
sindy ein in der Aequatorebene liegender Kreis: 

(5-) ** + "* 




\ 
Flg. 1'. 



c 



= 1, 



0, 



der FocaUcreis c der Fläche (1'), geworden ist. Die Focalhyperbd hat 
sich^ als Hyperbel mit verschwindender reeller Axe 2d und nicht ver- 
schwindender Brennweite 2e auf die jer-Axe^ die Focalaxe b der Fläche (1'), 
zusammengezogen. Sie liegt in jeder beliebigen Meridianebene^ die 
als zweite Hauptebene gewählt sein mag. Als äussere Hauptbrenn- 
punkte Cq^ Cq können irgend zwei diametrale Punkte des Focalkreises 
als Scheitelpunkte S, S" irgend zwei diametrale Punkte des Aequator- 
kreises der Fläche angesehen werden; 2a ist die HaMptaxenUmge^ 2e 
die Haupün'ennweite der Fläche. 

Mit B = C nimmt die Gleichung (1) die Form : 



(n 



X* . y' + g' _ ^ 
"3H c ^ 



sjiy in welcher sie alle verlängerten Botationsellipsoide und eweisdialigen 
BotcUionsh'ifperbdoide umfasst*). Für eine Fläche (1") ist nur die erste 



*) Vgl, Lindemann, a. a. 0. S. 173, 174. 
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>^«f 







m 




So-« 



^or 



Ha/uptaace als JRotaiHonsaxe und die driMe Hcmptebene als Aequatorebene 
bestimmt^ während als erste und jsweite Hauptei^ene zwei beliebige zu 
einander senkrechte Meridianebenen und als zweite und dritte Hauptaxe 

deren Schnittlinien mit 
der Aequatorebene zu 
gelten haben. Die inne- 
ren und äusseren Haupt- 
brennpunkte sind jetzt 
zu einem einzigen Hawptr 
brennpunhtpaar Bq = Cq, 
Bq = Cq verschmolzen 
(vgl. Fig. 1"). Da in 
diesem auch Scheitel- und 
Brennpunkte der Kegel- 
schnitte c und b vereinigt 
sind^ ist die FoccdeUipse 
in das Stück der rr-Axe 
zwischen den Pimkten Bq 
und^o, die Foccühyperbel 
in die Stücke ausserhalb 
dieser Punkte hineinge- 
faUen. Die Flächen (1") 
haben daher ein inneres 
Foccdaxenstück c und ein 
Paa/r äusserer Foccdaxen- 
stücke b] 2a ist die Saupt- 
axenlänge, 2d = 2e die 
Haupibrennweite. 

Mit C = B = A um- 
fasst die Gleichung (1) in 
der Form: 




(n 



1 



alle Kugeln, Für diese wer- 

\ den alle Hauptaxen und 

\ Hauptebenen unbestimmt 

und sind innere und äus- 
sere Hauptbrennpunkte 
im Mittelpunkte vereinigt. Auch die FocaleUipse hat sich auf den 
Mittelpunkt concentrirt, die Focalhyperbel besteht als eine Hyperbel, 
deren Brennweite 2e verschwindet und deren Ebene eine beliebige Dia- 



Fig. 1 
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metralebene der Eugel ist^ aus irgend zwei durch gehenden^ getrennten 
oder zusammenfallenden Geraden^ einem Foccdcuvenpaar b (vgl. Fig. 1'"). 



§ 2. Begriff und Arten der oonfooalen Systeme. 

Die öleichung (1) stellt ein System von dreifach unendlich vielen 
Flächen dar. Die einzelne Fläche ist durch die Werthe der drei den 
Bedingungen (2) unterworfenen willkürlichen Constanten Äy B, C oder 
auch der drei den Ungleichungen 4) unterliegenden willkürlichen Con- 
stanten a, dy e charakterisirt. 

Zwei Flächen a, d, e und a\ d, e des Systems heissen confocäl, 
wenn d = d und 6 = 6' ist, also ihre kleinen und grossen Hauptbrenn- 
weiten bezüglich gleich sind. Zwei confocale Flächen des Systems 
haben daher dieselben inneren und dieselben äusseren Hauptbrenn- 
punkte Bqj Bq und C^y Cqj wie auch dieselben Focalkegelschnitte 6 undc. 

Die einfach unendlich vielen Flächen a', rf, 6, welche zu einer ge- 
gebenen Fläche tty dy e confocäl sind, bilden ein ccnfoccdes System d, e. 
Jede Fläche a, d, e des Systems (1) gehört einem und nur einem con- 
focalen System d, e sm. 

Das System (1) enthält zweifach unendlich viele confocale Systeme 
dy Cy theils allgemeine, für welche < (? < 6, theils specieUe, für welche 
entweder = d<,e oder <.d = e oder = rf= e ist. Jedem System 
dy e ist ein Paar von Focalkegelschnitten, das Paar der gemeinsamen 
Focalkegelschnitte aller seiner Flächen, eigenthümlich. 

Um die innerhalb eines confocalen Systems bewegliche Constante a 
gegen seine festen Constanten d und e (vgl. § 1, 3) auch durch eine 
entsprechende Bezeichnimg hervorzuheben, ohne die Symmetrie der 
Gleichung (1) aufzugeben, setzen wir: 

-4 = « — r, Ä — B = a — /?, Ä — C = a — y. 

Dadurch erhält die Gleichung (1) mit den Ungleichungen (2) die 
Form: . « , 

cc^ß'^yy r < a, 

und stellt jetzt bei festen Werthen der Differenzen a — ß und a — y 
und veränderlichem r alle Flächen eines beliebigen confocalen Systems dar. 
Für das allgemeine confocale Systemi 

(6) ^ + ^ + 7^, = l, «>^>>', 

haben die inneren und äusseren Hauptbrennpunkte Bq, Bq und CJ,, Cq 
die Coordinaten: 
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(7) 



x = + ya — ß, y = 0, jsf = 0, 



und die Focalkegelschnitte c und b (vgl. Fig. 1) die Gleichungen: 



Für das erste specteUe confoccUe System: 

(6) -^ + yzn = ^> «>y, 

ist die Gleicliung des Focalkreises c (vgl. Fig. 1'). 
(8') ^-h ^ = 0. 

Für das eweite specieUe confoaüe System: 
(6") -^ + i?l±£l = l, a>y 

sind die Coordinaten der Hauptbrennpunkte Bq == CJ,, B^j' = Cq (ygl. 
Fig. 1"): _ 

(7") ^ = ±ya — y, y = o, ;8f = o. 

Für das dritte specieUe confoccHe System: 

ist die Gleicliung des Focalaxenpaares 6 (vgl. Fig. 1"'), mit drei will- 
kürlichen Constanten a, /S', y (a > j8' > /) dargestellt: 



a?* , -s* 



(8'") :^ + Y^-o, y = 0. 

§ 3. Lage der Hauptbrennpunkte und Fooalkegelsclmitte gegen 

Scheitelpunkte und Hauptsohnitte. 

« 

Um für die Gleichung (6) die Werthe r = a, /J, y nicht aus- 
schliessen zu müssen ^ ersetzen wir sie durch die für alle übrigen 
Werthe von r mit ihr gleichbedeutende Gleichung: 

(9) («_.)(^-.)(y-.)|-^ + ^ + -4-_lj^0. 

Dadurch werden die Dqppelebenen x^ = 0, y^ = 0, z^ = 0, den Werthen 
r = a, /5, y entsprechend, als uneigenäiche Flächen des confocalen 
Systems in dieses eingeführt (vgl. Anm. III, 1). 

Jede andere, eigenUidie Fläche t des Systems ist ein Ellipsoid oder 
einschaUges oder zweischaUges Hyperboloid, jenachdem 
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(10) — oo < TT < y oder y <.t <i ß oder /S < r < a, 

bezüglich: 

+ <X)>a — 'r>a — y oder a — y>a — r>a — ß 

oder a — ß^ cc — r>0, 

jenachdem also nach (7) die Scheitelpunkte S, 8' der Fläche auf der 
ersten Hauptaxe ausserhalb der äusseren Hauptbrennpunkte Cq, Cq 
oder zwischen diesen und den inneren Hauptbrennpunkten Bq, Bq 
oder innerhalb der letzteren liegen. Da nun jedes allgemeine EUip- 
soid oder Hyperboloid einem und nur einem confocalen System an- 
gehört (vgl. § 2), so gilt der Satz: 

I. Bei dem EUvpsoid liegen cmf der ersten Haif/ptaxe inneres und 
äusseres Haupthrennpunktpaar innerhalb der Seheitdpmkte, hei dem ein- 
schaligen Hyperboloid ist dieses von jenem durch die Scheitelpunkte ge- 
trennt, bei dem zweischaligen Hyperboloid befinden sich beide Paare ausser- 
halb der Scheitelpunkte, 

Das Ellipsoid schneidet auch die zweite und dritte^ das einschalige 
Hyperboloid auch die zweite Hauptaxe in reellen Punkten. 

Das einschalige Hyperboloid des confocalen Systems, dessen Para- 
meter t der Bedingung genügt: 



ya — x= ^- '—^ ^, 



dessen Scheitelpunkte jS, S also je in die Mitte zwischen einem äusseren 
und einem inneren Hauptbrennpunkt fallen, heisst gleichseitiges ein 
schaliges Hyperboloid, 

Nach den Schnittpunkten der Flächen des confocalen Systems mit 
den Hauptaxen betrachten wir die Schnittcurven mit den Hauptebenen. 

Die Schnittcurven der Flächen (9) mit der ersten Hauptebene = 0: 

(9/) (a_r)(^--r)(y-r)[^ + ^-l)=0 

bilden ein System confocaler Kegelschnitte, deren gemeinsame Brenn- 
punkte die gemeinsamen inneren Hauptbrennpunkte Bq, Bq der 
Flächen (9) sind (vgl. § 2, 7 u. Anm. I, 1; 2). Während nun die 
Hyperbeln dieses Systems (9yef), für /3 < r < a, von den zweischaligen 
Hyperboloiden imd seine Doppelgeraden y* = imd x^ = (vgl. 
Anm. I, 2), f ür r = ^ und r = a, von den gleichbezeichneten Doppel- 
ebenen des Systems (9) erzeugt werden, rühren seine Ellipsen theils, 
für — oo < r < y, von den Ellipsoiden , theils, für y < r < /S, von 
den einschaligen Hyperboloiden unter (9) her (vgl. Fig. 2, wo für 
einen Quadranten jeder Hauptebene die Schnittcurven der EUipsoide 
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ausgezogen, die der einschaUgen Hyperboloide gestrichelt, die der zwei- 
schaligen punktirt dargestellt sind). Dabei bleibt unter den Ellipsen 
eine Lücke, dem Werthe r = y entsprechend, für den die Gleichung 
(9/) ihre Bedeutung verliert. Dieser Umstand findet seine Erklärung 




in der Theorie der Schnittcurvenenveloppe*) des Systems (9). Die 
dieser Enveloppe angehörige Curve nämlich, in welcher eine beliebige 
Fläche t des Systems von einer ihr imendlich benachbarten geschnitten 
wird, ist durch die beiden Gleichungen: 

G^W = (ß-^){r- r)3^ + (y - T)(ß - t)y^ + 

-\- (a — T)(ß — ty — (a — T)(ß — t)(y — t) = 

G\t) = _(/S — r + y — %)x* — (y — t + a — t)i^ — (a — x + 
+ /J-r>« + (^-t)(y-r) + (y-r)(«-r) + («-T)(/S-T) = 

*) Vgl. Monge, Application de ranalyse ä la gäom^trie, öi^^e ^d., Paris 
1850,8.32; Salmon-Piedler, Analytische Geometrie des Raumes, Tb. 11, 3. Aufl., 
Leipzig 1880, S. 103. 
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dargestellt, wo 0-'(t) der Differeutialquotient der ganzen Function Gf(r) 
nach t ist. Aus ihnen gehen mit t = }/ die Gleichungen: 

«* = o, (/3 - y>» + (a - y)y» - (« - y)(/3 - y) = 

einer Ellipse hervor, in welcher die Doppelebene r = y des Systems (9) 
von einer ihr unendlich benachbarten Fläche geschnitten wird. Diese 
Ellipse ist nach § 2, 8 die Pocalellipse c des confocalen Systems (9). 
Indem sie die Schnittcurve der uneigentlichen Fläche t = y mit der 
xy-TSbene vertritt, füllt sie die erwähnte Lücke unter den Ellipsen des 
Systems (9/) aus. Sie wird von den ersten Hauptschnitten der Ellip- 
soide umschlossen (vgl. Fig. 2) und umschliesst ihrerseits die der ein- 
schaligen Hyperboloide*). Durch den Factor (y — r), welcher die be- 
sondere Rolle der Focalellipse bezeichnet, unterscheidet sich das con- 
focale System {9/) von dem gewöhnlichen System confocaler Ellipsen 
und Hyperbeln (vgl. Anm. I, 2, 9®). 

Die SchniUmrven der Flächen (9) mit der aweiten Hauptebene y=0 

(9,y) (a-r)(^-r)(y-r){^ + ^-l)=0 

bilden ein System confocaler Kegelschnitte, deren gemeinsame Brenn- 
punkte die gemeinsamen äusseren HauptbrenApunkte Cq, Cq der 
Flächen (9) sind (vgl. § 2, 7 und Anm. I, 1 5 2). Die Ellipsen dieses 
Systems (9, y) , für — 00 < r < y, rühren von den Ellipsoiden des 
Systems (9), seine Hyperbeln aber theils, für y < r < /5, von den ein- 
schaligen, theilß, für /S<T<a, von den zweischaligen Hyperboloiden 
her (vgl. Fig. 2). Ausserdem fügt sich in demselben Sinne wie vorhin 
die Focalellipse c, jetzt die Focalhyperbel ft, dem Werthe t=^ß ent- 
sprechend, in das System (9,j/) ein. Sie wendet den zweiten Haupt- 
schnitten der einschaligen Hyperboloide ihre concave, denen der zwei- 
schaligen ihre convexe Seite zu. 

In der dritten Hauptebene a; = bilden die Scknittmrven : 

wiederum ein System confocaler Kegelschnitte, deren gemeinsame 
Brennpunkte ^, Ä^ (vgl. Anm. I, 1, V) die Coordinaten: 

haben und nach § 2, 8 die Scheitelpunkte der kleinen Axe der Focal- 
ellipse c sind (vgl. Fig. 2). Die Ellipsen dieses Systems, für 
— 00 < r < y, werden von den Ellipsoiden und seine Hyperbeln, für 
y < r < /J, von den einschaligen Hyperboloiden (9) hervorgebracht. 

*) Vgl. Dupin, Däveloppements de göomötrie, Paris 1813, S. 277. 
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Dagegen liefern weder die zweischaligen Hyperboloide noch die Doppel- 
ebene V =^ a zn ihm einen Beitrag. 

Während nach dem Vorstehenden bei allen eigentlichen Flächen 
des confocalen Systems (9) der erste und zweite Homptsehnitt mit der 
Focaleüipse c wnd Foeälhyperbd b bezüglich confoccd ist, ist für die Art 
der einzelnen Fläche die Lagebeziehung zwischen Hauptschnitt und 
gleichartigem (bezüglich seiner Art als Ellipse oder Hyperbel) Focal- 
kegelschnitt in ähnlicher Weise charakteristisch (vgl. Fig. 2), wie die 
unter § 3, I bezeichnete Lagebeziehung zwischen Scheitelpimkten und 
Hauptbrennpunkten: 

n. Die Focäldlipse liegt beim Ellipsoid innerhalb, beim einschoHigen 
Hjffperboloid ausserhalb des gleichartigen ersten Hauptschnittes; die Focal- 
hyperbel liegt beim einschaligen Hyperboloid auf der convexen, beim zwei- 
schäligen Hyperboloid auf der concaven Seite des gleichartigen zweiten 
Hauptschnittes. 

Indem wir auch die Gleichungen (6') und (6") der speciellen con- 
focalen Systeme in die mit (9) analogen Formen: 

(9-) („_.)(,_.)j5L±j' + _fl__l)=.0 

(9") («-r)(y-t^;!^ + ^-il=o 

versetzen (vgl. jedoch § 5, Anfang), werden in das erstere, für r == y, 
die Doppelebene z^ = und, für r = a, die Doppelaxe (das imaginäre 
Ebenenpaar): a;* + y* = 0, in das letztere, für r = y, die Doppelaxe 
y* -j- ;gf8 == und, für tr == a, die Doppelebene x^ = aufgenommen. 
Beide Systeme entstehen durch Rotation des Systems confocaler 
Kegelschnitte (vgl. Anm. I, 2, 9^): 

(9o) («-i^)(y--){^, + 7^-iho 

(vgl. Fig. 3) um die j?-Axe, beziehungsweise um die üJ-Aie. Der Focal- 
kreis (8') des Systems (9') wird bei der Rotation um die z-Axe von 
den Brennpunkten Cq, Cq des Systems (9^) beschrieben, während die 
Hauptbrennpunkte (7") des Systems (9") mit den bei der Rotation um 
die x-Axe fest bleibenden Brennpunkten des Systems (9^) zusammen- 
fallen. Für die Lage der Hauptbrennpunkte und Focalkegelschnitte 
gegen Scheitelpunkte und Hauptschnitte gelten au^^h bei den jetzt vor- 
liegenden Itotationsftächen im Wesentlichen die beiden Sätze I und H. 

Was mimlich das System (9') betrifft, so entstehen seine abgeplat- 
teten Rotationsellipsoide imd einschaligen Rotationshyperboloide be- 
züglich für: 

(10') — (X> < r < y und y < r < a 
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aus den Ellipsen und Hyperbeln des Systems (9q). Auf der x-Axe, 
wie auf jeder beliebigen Axe der Aequatorebene, liegen daher bei den 
Rotationsellipsoiden die Scheitel S, S^ ausserhalb der äusseren Haupt- 
brennpunkte Cq, CJ,', bei den Botationshyperboloiden innerhalb. Das 
confocale System (9^) stellt zugleich den Durchschnitt des Systems (9') 
mit der a;;8f -Ebene, 
wie mit jeder belie- 
bigen Meridianebene 
dar, und es Uegt 
die Focalaxe b (vgl. 
Fig. 1') auf der con- 
vexen Seite der Me- 
ridianschnitte derein- 
schaligen Botations- 
hyperboloide. Da- 
gegen wird die xy- 
Ebene von den Flä- 
chen (9') in einem Sy- 
stem concentrischer 
Kreise geschnitten, 
welche von den Ellip- 
soiden oder Hyper- 
boloiden herrühren, 
jenachdem sie ausser- 
halb oder innerhalb des Focalkreises c (vgl. Fig. 1') liegen. 

Bei dem System (9") entstehen die verlängerten Botationsellip- 
soide und zweischaligen Botationshyperboloide bezüglich für: 

(10") — oo < r < y und y < r < a 

aus den Ellipsen und Hyperbeln des Systems (9^) und entsprechen 
daher wiederum dem Satze I. Aber auch in üebereinstimmung mit 
Satz n liegt in der xz-'Ehene, wie in jeder Meridianebene, das innere 
Focalaxenstück c innerhalb des Meridianschnittes der Ellipsoide und 
die äusseren Focalaxenstücke b (vgl. Fig. 1") auf der concaven Seite 
des Meridianschnittes der zweischaligen Hyperboloide. 

Das dritte specielle confocale System (6'"), in der Form: 




Flg. 8. 



(n 



(«-')|^^±^-il-o 



dargestellt, ist ein System concentrischer Kugeln, einschliesslich einer 
Kugel vom Badiüs für t = cc. 
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% 4. Die drei Fl&ohenaohaareit des aUgemeinen oonfooslen STstema. 

Um die verschiedenen Arten der Flächen eines confocalen Systems 
auch durch eine verschiedene Bezeichnung auseinander zu halten, be- 
eeicfmen wir den Parameter t des Systems für die EUipsoide mit A, für 
die eins<^ligen Hyperboloide mit (t, für die ziceisckaligen Myperhdoide 
mit V. 

Bei dem allgemeinen System (9) ist dann nach (10) zunächst fiir 
die eigentlichen Flächen: 

— co<A<y, y<ti<ß, ß<v<a; 

wir reihen aher auch die uneigentlichen Flächen t = y, ß,a des Systems 
getheilt oder ungetheilt unter die drei Arten X, (i, v ein. Bewegt sich 
nämlich der Parameter A des laufenden Ellipsoides gegen den Werth y, 
so nähert sich nach der Theorie der confoc^en K^elschnittsysteme 
(9^), (9^) und (9^) in § 3 (vgl. Anm. I, 3, 12») der erste Hauptsehnitt 
der Fläche von aussen her der FocaleUipse (vgl. Fig. 2), der zweite 
dem Stücke C^C^ der x-Axe und der dritte dem Stücke A^^A^' der 
y-Axe. Das Ellipsoid A zieht sich also von allen Seiten her gegen das 

von der FocaleUipse c 
eingeschlossene Gebiet 
dera;j/-Ebene zusammen 
(vgl. Fig. 4, wo unter 
der Bezeichnung li,X^Xg 
drei im Sinne dee wach- 
senden l aufeinanderfol- 
gende !Ejllipsoide durch 
ihre Hauptschnitte in 
. einem Quadranten jeder 

Coordinatenebene dar- 
gestellt sind). Daherbil- 
det der der Ungleichung 

a — y ß — y=- 

entsprechende Theil der 

Doppelebene a* = 0, 

dessen zwei congniente 

von der FocaleUipse c begrenzte Blätter wir uns etwa ^ngs dieser 

Curve miteinander verwachsen denken, die innere Gremform X = y 

des lammenden EUipsoides X im System (9). In gleichem Sinne stellt 

der von der FocaleUipse aasgeschlossene, der Ungleichung: 
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a — Y ' ß — y 

entsprechende Theil der Dogpelebene z^ =^0 die eine Grenssform ft = y 
des laufenden einschaligen Hyperboloides [i dar. Denn dieses lulhert sich^ 
wenn ft gegen y hin abnimmt^ von allen Seiten her dem ausserhalb 
der Focalellipse liegenden Theile der iry-Ebene (vgL die in Fig. 4 
dargestellten einschaligen Hyperboloide in der Reihenfolge (i^^ [i^, ft^). 
In entgegengesetzter Richtung (vgL Fig. 4^ fi^^ ^^ ii^)^ wenn ft gegen 
ß hin wächst^ zieht sich das einschalige Hyperboloid [i von allen 
Seiten her gegen das auf der convexen Seite der Focalhyperbel 6 
liegende Gebiet der a?je?-Ebene zusammen, welches somit, von zwei 
ebenen, längs der Curve selbst yerwachsenen Blättern bedeckt, als 
andere Orenzform [i = ß des einschaligen Hyperboloides erscheint. Das 
übrig bleibende, auf der concayen Seite der beiden Hyperbelzweige b 
liegende Gebiet der Doppelebene y^ =^0 ist in derselben Auffassimg 
die eine Grenzform v = ß des laufenden zweischaligen Hyperboloides v, 
bei gegen ß abnehmendem v (vgL Fig. 4, Vg, v^, v^). Bewegt sich v 
gegen a hin, so nähern sich die beiden Schalen des zweischaligen 
Hyperboloides (vgl. Fig. 4, v^, Vg, Vj) von beiden Seiten her der ye- 
Ebene, welche, doppelt überdeckt, die andere Grenzform v = a des 
zweischaligen Hyperboloides bildet. 

Hiermit ist von der Doppelebene x = y des Systems (9) der Theil 
innerhalb der FocaleUipse als Ellipsoid X = y und der Theil ausser- 
halb als einschaliges Hyperboloid fi = y benannt, von der Doppel- 
ebene T = /J der Theil auf der convexen Seite der Focalhyperbel als 
einschaliges Hyperboloid ^ = /8, der Theil auf der concaven Seite als 
zweischaliges Hyperboloid v = ß bezeichnet, die Doppelebene r = a 
aber ungetheilt den zweischaligen Hyperboloiden zugerechnet. Die 
Parameter der 3 Flächenschaaren entsprechen daher nunmehr den 
Ungleichungen : 

(11) —<x><X^y, y£ii^ß, ß£v£a. 

Um noch die Bedeutung des Werthes A = — oo festzustellen, machen 
wir die Gleichung (9) sowohl in den Coordinaten als in dem Parameter 
homogen, indem wir x:p, y:p, zip, x:6 für rr, y, z, x setzen und mit 
p^6^ multipliciren. Sie lautet daher in homogenen Punktcoordinaten 
^> Vy ^7 P*) ^ißd homogenen Parametern r, 6: 
(9,<x)) (ß6 — x)(y6 — t) 6x^ + (y <y — x)(a6 — r) 6y^ + 

-f- {aiT — x){ß6 — x)6z^ — {a6 — r) {ß6 — x)(yö — x)p^ = 0. 

*) Vgl. Hesse, Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes, 3. Aufl. 
(Leipzig 1876), Vorl. VI, S. 67. 
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Hieraus geht hervor, dass den Werthen r,^ = r,0 der homogenen Para- 
meter die Fläche p^ = 0, die doppelte unendlich ferne Ebene zugehört. 
Der entsprechende unendliche Werth des nicht homogenen Parameters r 
schliesst sich als A = — oo an die der Ungleichung — oo < A < y 
entsprechenden Parameterwerthe der eigentlichen Ellipsoide an. 

I. DcLS allgemeine canfoccde System (9) zerfaUt somit in drei Schcuxren 
je gleichnamiger Flächeny deren Pafra/meterwerÜie und Qleichmgen, hessüg- 
Uck Ungleichungen die folgende Tabelle enffuiU: 

(12) EUipsoide : 

A = — oo : 1)« = 0, 

-oo<A<y: ^^ + ^ + ,^=1=1, 

Evnschalige Hyperboloide: 

l^-ß--^p + :^p£h »* = 0. 

Zweischcdige Hyperboloide: 



ß<v<a: -^ + /!- + -?! 1, 



V = a : ip* = 0. 

Diese Eintheilimg der Flächen des confocalen Systems ist yon Wich- 
tigkeit f&r die Frage^ welche von ihnen durch einen gegebenen Punkt 
Xf y, e des Raumes hindurchgehen. Das hängt davon ab, wie viele 
von den drei Wurzeln der Gleichung (9), deren linke Seite eine ganze 
Fimction ö(t) dritten Grades in t ist, reell sind und zwischen welchen 
Grenzen sie liegen. 

Befindet sich der gegebene Punkt mit x - y - e =^0 ausserhalb der 
drei Hauptebenen, so ist 

ö(-(x>) = — (x><0, 6?(y) = (a — y)(/J — yy>0, 
G(ß) = {Y-ß){a-ß)y^<0, 0{a) = {ß -a){y - a)a^>0, 

sodass die Gleichung (9) drei reelle Wurzeln liefert, welche zwischen 
den Grenzen — oo und y^ y und /3, ß und a gelegen und daher 
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nach (11) mit A, /t, v zu bezeichnen sind. Demnach geht durch den 
Punkt Xy y, z je eine eigentliche Fläche aus jeder der drei Schaaren 
(12) hindurch. 

Liegt der gegebene Punkt mit z =0, rc . y =^ in der ersten 
Hauptebene^ so hat die Gleichung (9), jetzt von der Form: 

zuerst die Wurzel % = y, Ihre beiden anderen Wurzeln sind die der 
Gleichung G^it) = 0. Da nun: 

a,{-<x>)<0, ö,(y) = («-y)(^-y)(^-f-p^-l), 

a, (/S) = (a - /J)y« > 0, O, (a) = (/3 - a)a;« < 0, 

SO befindet sich die eine der beiden letztgenannten Wurzeln jedenfalls 
zwischen ß und a. Die andere aber ist entweder zwischen y und ß 
oder zwischen — <x> imd y eingeschlossen oder selbst y, jenachdem 
G^i(y)<0 oder >0 oder = ist, jenachdem also nach (12) der 
Punkt a:, y, auf der Grenzfläche A = y oder auf der Grenzfläche 
yi=^ y oder auf der gemeinsamen Grenze beider, der Focalellipse, liegt. 
Durch den Punkt gehen darnach, ausser einem eigentlichen zweischa- 
ligen Hyperboloid i/, im ersten Falle das EUipsoid A = y, jener ersten 
Wurzel der Gleichung (?(r) = entsprechend, und ein eigentliches 
einschaliges Hyperboloid i/Lj im zweiten Falle ein eigentliches EUip- 
soid X. und, jener ersten Wurzel x ^=^ y entsprechend, das einschalige 
Hyperboloid fi = y, im dritten Falle, der Doppelwurzel r = y der 
Gleichung (9) entsprechend, das EUipsoid k^=^ y und das einschalige 
Hyperboloid fi^^^i y^ auf jeden FaU je eine Fläche aus jeder der drei 
Schaaren (12). 

In derselben Weise' erledigt sich die gesteUte Frage für die beiden 
anderen Hauptebenen und für die Hauptaxen. Um sie schliessUch für 
die unendlich ferne Ebene zu beantworten, müssen wir uns der Glei- 
chung (9,ao) an SteUe von (9) bedienen. Sie Uefert, als Gleichung 
3. Grades in t : 6 bei gegebenen x, y, z, p betrachtet, für Punkte 
j) = zuerst die Wurzel ^ = , nicht homogen r == A = — <x>, und 
femer zwei Wurzeln, welche der quadratischen Gleichung: 

(ßö — t) (yö — t)x^ + (yö — t) (a6 — x)y^ + {u6 — x) {ß6 — x)^ = 

zu entnehmen sind. Da dieser durch 6 = nicht mehr genügt wird, 
kann sie wieder in der nicht homogenen Form: 

iß -x){y -x)^ + {y —t){a - x)y* + (a-x){ß -x)z^ =-0 

geschrieben werden und hat dann eine Wurzel r »= ft zwischen y und 
(i und eine Wurzel x = v zwischen ß und a. 
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Zusammenfassend erhalten wir den allgemein giltigen Satz: 
n. Durch jeden Pu/nht x, y, z des Baumes gehen drei im Sinne der 
Tabelle (12) ungleichnamige Flächen , deren Parameter X, ^ly v die Wur- 
zeln der in x hubischen Gleichung (9) sind. 

Die der Bezeichnung nach immer verschiedenen Wurzeln A, /x, v 
der Gleichung (9) sind für alle Punkte ausserhalb der Focalkegelschnitte 
stets auch dem Werthe nach verschieden, während für aüe Punkte der 
Focaldlipse c : A = y, ft = y und für aUe Punkte der Foccdhyperhel 
h: fi = ß^ V = ß ist. Daher sind auch die beiden Focalkegelschnitte 
die einzigen reellen Bestandtheile der in § 3 erwähnten Schnittcurven- 
enveloppe des Systems (9). 

§ 5. Die drei iläohensohaaren der speciellen eonfooalen Systeme. 

Lassen wir die Gleichungen (9'), (9") oder (9'") in § 3 mit den 
Annahmen /J = «, /J == y oder y = /J = a aus der Gleichung (9) her- 
vorgehen, so fällt in dieser der Factor a — r, y — t oder (a — r)* 
aus. Gleichzeitig verschwindet in der Tabelle (12) für /S = a die 
Schaar der zweischaligen Hyperboloide, indem für ihren Parameter v 
zwischen ß und a kein Spielraum mehr bleibt. Ebenso gehen für 
j3 s=s ^ die Schaar der einschaligen Hyperboloide imd für y = /J == a 
die beiden Schaaren der Hyperboloide verloren. Dieser Verlust lässt sich 
durch einen geeigneten Grenzübergang vermeiden*), wenn auf eine allen 
drei Flächenschaaren A, ft, v gemeinsame Gleichungsform verzichtet wird. 

Wir setzen zu dem Ende für das erste specielle confocale System 
nicht direct ß = a, sondern zunächst: 

(13') a=^a-\-6cc\ ß = a + £ß^, 

wo 6 eine kleine positive Grösse, a und ß^ zwei neue Gonstanten 
(a > /S') seien, und führen zugleich mit: 

(13') V = a -}- ev , 

statt V einen neuen Parameter v ein. Dadurch erhält die Tabelle (12) 
die Form: 

^ = y- I ^^ 1 — j-^ — >ij z^ = o, 



*) Vgl. Lindemann, a. § 1 a. 0., S. 273—276. 
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rc* , BZ^ 



li = a + sß^ : - — 57 -\ ^ <€j y* = 0, 

V = ö' : -:; 2? H ^ 5? ^6, V* = 0, 

»^ a — p ' y — a — «p = 



rc' , y* . 8Är' 



/»'<'''<«': i^ + g^ + 



- == «. 



Bei unbegrenzt abnehmendem € nähert sich daher die Tabelle (12) 
der folgenden Ghrenzform^ wobei wir zu beachten haben^ dass die ün- 

X* 

gleichung >_y ^ nur als Gleichung a?* = bestehen kann, die Un- 
gleichung -r-zTg ^ ^ *^®^ ^ trivial bei Seite zu lassen ist: 

(12') Abgeplattete BotaMonsellipsoide, 

A == — 00 : p^ = 0y 

a?' -I- V* • z* ^ 

' a — y = ' 

Einschalige Botationshyperbohide. 

' «^ a — ft, ' y — ft ' 

ft = a : a;* = 0, y* = 0. 
1,' = ^ : y2 _ 0, 

!/' = «: ic* a= 0. 

Die beiden ersten Flächenschaaren (12^) bilden zusammen das confo- 
cale System (9'), während das letzte unter die von (9') abweichende 
Gleichungsform : 

(14') (/T — v')x^ + («' — V )J/' = 0, ßr<v£a' 

zusammengefasst werden kann. Bei dem Grenzübergang von (12) zu 
(12') erhalten (vgl. Fig. 4 und 4') die confocalen Kegelschnittsysteme 
der zweiten und dritten Hauptebene gleiche Brennweiten {OCq= OAq\ 
während das der ersten Hauptebene bei verschwindender Brennweite 
(OJBo = 0) ein specielles (vgl. Änm. 1,4) wird. Die Focalkegelschnitte c 

8 tau de, Vocaleigenschaften der Flächen 8. Ordnung. 2 
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und b erhalten die Grenzform der Fig. 1^ Der Foealkreis c scheidet 

die Grenzformen A = y und ft = y unter (12'), während die Focalaxe h 

nicht nur die Grenzform fi = a 
darstellt, sondern auch die Axe 
aller Ebenenpaare v ist. Da die 
Rotationsflächen X, ^ jede Meri- 
dianebene in einem System con- 
focaler Kegelschnitte treffen, folgt 
nach der Theorie der letzteren (vgl. 
Anm. I, 3) sofort: 

n'. Durch jeden PunM Xy y, ss 
des Bamnes gehen drei im Sinne der 
Tdbeäe (1 2') ungleichnamige Flächen, 
deren Parameter A, f( und v her 
züglich die Wurzeln der in x qua- 
dratischen Gleichung (9') und der in 

v' linearen Gleichung (14') sind. 

Eine Ausnahme bilden die Punkte der Focalaxe b, für welche v 

unbestinunt wird. 

Für das zweite specielle confocale System setzen wir in (12): 

(13") ß = y + eß:, y = y + a/(ß'>rl> (i = y + e^' 
und erhalten zuerst: 




Flg. 4'. 



— oo<A < y + £y' : 



X' 



a 



+ 



y* 



+ 



y + eß'-l^ y + .y'-i— ^' 



' ' ' a — V — $v ' p — v=^ La — y — ey = J' 






(i' = y': ; + -^^-^ ^ «, e»^ 0, 

^ ' a — y — ev P — V = 



r'<(^'<ß'-- — 



sx 



y' 



z' 



y — 8(t ' ^ —(I. ' y — (t ' 



(» 



^':;^=S^ + 7:^^«, y* = 0, 



y-8p' ' y'-<J' 



*r 



y' 



wo die beiden eingeklammerten üngleichimgen eine Folge der je un- 
mittelbar vorhergehenden sind. Daraus ergiebt sich mit unbegrenzt 
abnehmendem s folgende örenzform der Tabelle (12): 



(12") 
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Verlängerte BotatianseUipsoide. 



^ == — oo : jp* = 0, 



X' 






X = y: 



X' 



a 



^1, y* = o, 



0. 



Meridianebenmpcujre. 



V' 



,i 



0, 



y' 



,t' = /J': y^ = 0. 
Zweischalige Botationsh^erbohide, 

X* 

' a — y = ' ^ ' 



irS 



0, 



y < v < a : 



a?' 






ft')«* = 



a — V 

V = a : 0^=0, 

Die erste und dritte Flächenschaar (12^') bilden zusammen das zweite 
specielle confocale System (9"), während die zweite unter die ab- 
weichende Gleichungsform 

(14") (/ - ii')f + C^' 

zusammengefasst werden kann. Bei 
dem Grenzübergang von (12) auf 
(12") erhalten (vgl. Fig. 4 und 4") 
die confocalen Eegelschnittsysteme 
der ersten imd zweiten Haupt- 
ebene die gemeinsamen Brennpunkte 
JBo= Co und JBo'= Co', wahrend /"i^ 




das der dritten Hauptebene bei ver- 
schwindender Excentricität (A^=0) 
ein specielles wird (vgl. Anm. 1,4)* 
Die Focalkegelschnitte c und b er- 
halten die Grenzform der Fig. 1". 
Das innere Focalaxenstück c stellt 
die Grenzform A = y der Ellip- ^ig. 4". 

soide, die äusseren Focalaxenstücke b 

die Grenzform v = y der zweischaligen Hyperboloide dar; beide Theile 
c und b zusammen bilden die Axe aller Ebenenpaare /n-'. Wie vorhin 
folgt auch hier: 

n". Durch jeden Punkt x, y, g des Baumes gehen drei im Sinne 

2* 



(13'") 
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der TdbeHle (12") ungleichnamige Flächen^ deren Pa/rcbmeter X, v und ft' 
bezüglich die Wurzeln der in t quadratischen Gleichung (9") und der in 
/t' Unearen Gleichung (14") sind. 

Eine Ausnahme bilden die Punkte der x-Axe, für welche (i' un- 
bestimmt wird. 

Für das dritte specielle confocale System setzen wir in (12): 

cc = €C -{- Ba, /S = a + ^ß'i y =z a -^ sy' {a > ß' > y') 

ji = a -|- s^i'^ V == a -j- SV 

und erhalten damit zuerst: 

I* = y : 7 + ^. . > «, jer* = 0, 

/J'< v'< «': —, -. + ^7^^ — ? + -^^ 7 = ff 

und daraus für unbegrenzt abnehmendes £ die folgende Grenzform der 
TabeUe (12): 

(12"') Kugäm: 

X = — OQ : jp« = 0, 

_oo<;i<«: £!±y!±£!_i 

A = a: a;*==0, y* = 0, e*=0. 
Kegd um die s-Axe. 
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Kegd vm die x-Axe: 

"'='''= „-^ + /^^o, j,' = 0, 

ß'< v'< a' : ^^ + ^Xy + ^7^ — 0, 

Die erste Flächenschaar (12'") bildet das dritte specielle confocale 
System (9'"), während die beiden anderen unter der abweicbeuden 
Gleicbungeform: 

(U™) («'- ,■)(?■- .-)(/- ,■)! j^ + Jl, + ^] _ 0, 

wo r'= fi', v' ist, zuBSiumiengefasst werden können. 

Bei dem GrenzQbergang von 
(12) auf (12'") werden (vgl. Fig. 4 
und 4'") die Schnittcurren in 
allen drei Hauptebenen specielle 
confocale Systeme (vgl, Änm. 1, 4). 
Die Linienpaare der letzteren rüh- 
ren in der ersten Hauptebene Ton 
den Kegeln v', in der dritten von 
den Kegeln fi', in der zweiten 
tbeils von diesen, theils von jenen 
ber, 80 zwar, dass die nngleicb- 
namigen Linienpaare durch das 
Linienpaär 6 (vgl Fig. 4'"): i, 

(vgl. §2,8'"), die Grenzform der Focalbyperbel & (vgl. Fig. 1'") getrennt 
werden. Dieses Linienpaar ist nicht sowohl fllr die Kugeln (vgl. gl) 
als fOr die Kegel der Tabelle (12"') von Bedeutung. Es beisst das 
gemeinsame FoecUaset^aar aller dieser Kegel, welche ihrerseits ein System 
eonfocater Kegd mit der Gleichung (\4!") bilden. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine ganze Function G(y') 
zweiten Grades in r', fOr welche unter der Voraussetzung x-y-e=i^O: 
Gir') = («'- y-) (fi'- y'y > 0, Giß') ~ («'- /J') (/- ß-)^ < 0, 
e(a') - (/»'- «0 {y'~ a)x* > 0. 

Durch einen gegebenen Punkt x, y, B ausserhalb der Coordinatenebenen 
gebt daher stets ein Kegel ft' und ein Kegd v. Dass dasselbe auch 
für die Funkte der Coordinatenebenen, mit Äusschlnss des Punktes 0, 
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gilt, ergiebt sich auf dieselbe Weise wie in § 4 bei Satz 11. Es folgt 
daher auch jetzt: 

n'". Bmch jeden PimM x^ y, g des Baumes gehen drei im Sinne 
der Tabelle (12'") ungleichnamige Flächen, deren Parameter X, ft', v' be- 
züglich die Wurzel/n der in t linearen Gleichung (9'") und der in t' 
quadratischen Gleichung (14"') sind. 

Eine Ausnahme bildet der Punkt 0, die gemeinsame Spitze aller 
Kegel (14"'). 

Indem wir durch einen mit (13') und (13") analogen Grenzüber 
gang «'= ß' oder /S'= y' werden lassen, können wir wieder die eine 
der beiden Eegelschaaren (12'") in Botationskegel, die andere in ent- 
sprechende Meridianebenenpaare überführen. 



Zweites Capitel. 
Die elliptiselieii Coordinaten. 



§ 6. * Begriff und Arten der ellipüsolien Coordinaten. 

Die Parameter A, fi, v der drei ungleichnamigen Flächen (12), welche 
nach § 4, n durch einen Punkt P des BAumes hindurchgehen, führen, 
als krummlinige Coordinaten (vgl. Anm. V, 1) des Punktes benutzt, 
den Namen der eUipUschen Coordinaten. Für sie folgt zugleich aus § 4^ ü: 

I. Jeder Punkt des lUmmes ha/t drei bestimmte eHiptische Coordinaten 
X, fi, Vj welche hei gegd>enen gewöhnlichen Coordinaten x, y, als Wur- 
zeln der Gleichung (9) hervorgehen und den Ungleichungen (11) genügen. 

Zwischen elliptischen und gewohnlichen Coordinaten eines und 
desselben Punktes besteht daher identisch in r die folgende Gleichung: 

(15) („_,)(^_,)(y_,)j-^ + ^ + -iL_lj 

=* (r — A) (r — ft) (r — v). 
Aus ihr folgen mit r = A, ^, 1; die Relationen: 

(«-A)(^-A)(y-X)|;^ + P^ + ^-l)=0, 
(16) ^(«_^)(^-^)(y_^){-^ + ^-^ + -il-_l)=0, 

(„_^)(^_^)(y_„)(_^ + _^ + _£l__l)_0, 

welche je nur eine elliptische Coordinate, und mit t ^^ cc, ß, y die 
Relationen: 
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ji_ (y — ^) (y — ft) (y — ») 
(y-«)(y-P) ' 

welche je nur eine gewohnliche Coordinate enthalten. 

Werden hier die elliptischen Coordinaten A^ ft, v eines bestimmten 
Punktes als gegeben betrachtet^ so stellen die Oleichungen (16) in 
laufenden Coordinaten x, y, z die drei Coordinatenflächen X, ft, v dar^ 
welche durch den Punkt gehen , und drücken die Gleichungen (17) die 
gewöhnlichen Coordinaten des Punktes durch seine elliptischen aus. 
Dementsprechend sind die Gleichungen (17) die Auflösungen der Glei- 
chungen (16) nach x^, y^, z^ und durch diese bestimmt, so lange nicht 
;i SS ^ =: ^ oder ft «= i/ »= /3 wird. In diesen Ausnahmefällen müssen 
die beiden zusammenfallenden Oleichungen (16) durch die beiden Glei- 
chungen (erste oder zweite Zeile (8) in § 2) desjenigen Focalkegel- 
schnittes ersetzt werden^ in welchem sich die betreffenden beiden Coor- 
dinatenflächen im Momente Yor ihrem ZusammenfaU schneiden (vgl. § 3 
die zu 9yZ gemachten Bemerkungen über die Schnittcurvenenveloppe). 

Da die rechten Seiten der Gleichungen (17) für willkürliche den 
Bedingungen (11) entsprechende Werthe k, (n, v niemals negativ 
werden, so schneiden sich irgend drei ungleichnamige Flächen (12) 
stets in reellen, und zwar im Allgemeinen in 8 reellen Punkten. 

n. Irgend drei im Eirüdange mit den Ungleichungen (11) gegebene 
ellipUsche Coordinaien X, ft, v bestimmen 8 Punkte des Baumes^ deren 
gewohnliche Coordinaten die Werfhe haben. \ 

x; = l/ ^"" ^) (y "^ ft)(y — <^) 
(y — «) (y — P) 

Diese 8 Punkte liegen in den 8 Octanten des Coordinatensystems Oxyz 
symmetrisch vertheilt und fallen in einer Coordinatenebene zu je 2, in 
einer Coordinatenaxe zu je 4, im Coordinatenanfangspunkt alle 8 
zusammen. 

In welchen Punkten des Baumes die eUiptischen Coordinaten A, fi, v 
alle drei verschieden sind oder nicht, in welchen sie die speciellen 
Werthe y^ ß, a haben oder nicht, geht aus den zum Satz IE in § 4 
ai^estellten Betrachtungen unmittelbar hervor. Für einen Pwnkt der 
FoccdeCUpse c ist stets A = (c = y, für einen Punkt der Foccdhyperhel 

Für die gewohnlichen Coordinaten der Schnittpunkte der Focal- 
hyperbel b mit dem Ellipsoide A ist daher nach (17) 
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und der Scknittpunkte der Focalellipse c mit dem zweischaligen Hyper- 



boloide v: 

Diese Formeln charakterisiren aber die Ereispunkte der Flächen A imd i;*): 

IQ. Die FoccHhyperbd sdineidet die EUypsaidey die Focalellipse die 
zweischaligen Hyperboloide des confocälen Systems in ihren Kreispunkten. 

Dass dieser Satz bei Zugrundelegung der Definitionen des § 1 
auch für die drei speciellen confocälen Systeme, imd zwar für deren 
Rotationsellipsoide, zweischalige Hyperboloide und Kugeln gilt, ist un- 
mittelbar ersichtlich. 

Für die H^uptebenen gehen die elliptischen Coordinaten des Baumes 
in die elliptischen Coordinaten der Ebene über (vgl. Anm. I, 5), jedoch 
in den Ebenen der Focalkegelschnitte mit einer Modification in der 
Bezeichnung. In der rcy-Ebene nämlich hat ein Punkt innerhalb der 
Focalellipse c die räumlichen elliptischen Coordinaten y, jx, v, ein 
Punkt ausserhalb A, y, v (vgl. § 4); bei jenem ist ^, bei diesem l 
zugleich der Parameter der Ellipse, bei beiden aber v zugleich der 
Parameter der Hyperbel des Systems (9,jSf) in § 3, auf welcher der 
Punkt liegt (vgl. Fig. 4). Bezeichnen wir daher die durch das System 
(9,j8?), beziehungsweise dessen Brennpunkte Bq^Bq bestimmten ellipti- 
schen Coordinaten der xy-lEibene zur Unterscheidung mit A*, ft* (im 
Sinne von Anm. I, 3), so folgt: 

IV. Hat ein Punkt der xy-Ebene die räumlichen elliptischen Coor- 
dinaten y, II, V oder A, y, v, so sind seine ebenen elliptischen Coordi- 
naten X', ii' mit Bemg auf die Brennpunkte Bq, BqI 

X' = (i oder A, ^* = v. ( — oo^X' ^ß, /5 ^ f'' ^ «)* 
Entsprechend ergiebt sich: 



*) Die Kreispunkte des Ellipsoides : — j -f- ^ H — j = 1 sind unter der Vor- 
aussetzung a' > &* > c*: 

(im Text a*==a — 2, &' = |S — 1, c*==^y — X); die des zweischaligen Hyperboloides 

*c* t/' z^ 

"^ — Ts s '^ ^ unter der Voraussetzung 6' < c': 



a* 0' c 

X 






(im Text d* = u — v, 5' = v — p, c* = v — y), ygLLindemann, a. § 1 a. 0., S. 189. 



> 

>' 
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rV. Sßt^ ein Punkt der xz-Ebme die rätmdiehen eHipHschen Coor- 
dinaien Xy ß, V oder X, ^, ß, so sind seine ei>enen eO/iptischen Coordir 
naten A", hl" mit Bemg (mf die Brennpunkte CJ,, CJ,'; 

A--=A, ff==v oder ft ( — oo^A'*^y, y^ft'*^«). 

In der ys-Ehene sind die beiden ersten räumlichen elliptischen 
Coordinaten eines Punktes X, ^, a zugleich seine ebenen in Bezug auf 
die Brennpunkte Äq, ä^ (vgl. Fig. 4). 

In der Identität (15) tritt für Punkte der a;y- Ebene mit X = y 
oder f* = y beiderseits der Factor y — x auf (vgl. § 3, zu 9yZ\ welcher, 
da er nicht identisch in t verschwindet, wegfallen darf. Für alle Punkte 
der Ebene bleibt daher zwischen Xy y und A*, ft* identisch in x die 
Gleichung: 

(vgl. Anm. I, 5, 15*^). In ihr kann nun auch r = y gesetzt werden, 
sodass zwischen x, y und A', ft' die Relation besteht : 

Wie die Parameter der Flächenschaaren (12), so können auch die 
der FlächenschsÄren (12'), (12") und (12'") in § 5 als krummlinige 
Coordinaten dienen. 

Für das erste specieUe confoccde System (12') treten dann an Stelle 
der Gleichung (15) die beiden Gleichimgen: 

(15') (« - T){Y-r) |?l±fl + ^-l) = -(TT- A)(tr - p), 

(140 W-v')(ß'-v')[^. + ^] =0, 

aus denen mit x = a^y und Trennung von x^ und y^ hervorgeht: 

/i r\ ^ — (« -- ^) (« — ft) «—»' ,,2 _ (a — X)(a-^fi) ß'—v' 

^a _ (y — ^) (y -- ft) 

je SS» • 

y — a 

Dieselben Formeln folgen auch direct aus (17) mit der Substitution (13') 
und dem Chrenzübergang für b = 0*). Auf die Theorie dieser Coor- 
dinaten brauchen wir hier nicht einzugehen; denn während die Coor- 
dinate v' das Paar von Meridianebenen (14') bestimmt, in deren einer 
der Punkt A, fi, v' liegt, sind A, fi nichts anderes als die ^enen eH^ 
tischen Coordinaten des Punktes in seiner Meridianei>ene, bezogen auf 

*) Vgl. Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, hrsg. von Clebsch, Berlin 
1866, S. 218. 
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das confocale Eegelschnittsystem (9^ in § 3, durch dessen Rotation 
um die z-Axe das confocale System (9') entsteht. 

Analoges gilt von den auf das Btoeite spedeUe confocale System (12'') 
gegründeten elliptischen Goordinaten X^ fi, v. Wir erwähnen daher 
auch f&r sie nur die Gleichungen: 

(15") («-r)(y-r){;^ + ^'-l)^ (r-),){x-v), 

(14") iß'- ^^(y'- Ji-)!^ + :^] = 0, 



z 



y — u ß' — y 

8 (y — X)(y — v) y'— ft' 



r — « 



'— Ä'' 



P 



von denen die letzteren aus (17) durch die Substitution (13'') und den 
Ghrenzübergang fQr £ = entstehen. 

Dagegen fuhrt das dritte spedeUe confocale System (12"') nicht auf 
die ebenen elliptischen Goordinaten^ sondern auf die sogenannten eUtp- 
tis(^^en Kugdcoordinaten k, ^'^ v. Zwischen diesen und den gewöhnlichen 
Goordinaten bestehen identisch in t und r' die beiden Gleichungen: 

(W-) ((«■- rw- »•)(.-- '■){^ + f^+r^-] 

wobei 

(11"') — oo^A^a, y'£ii'£ß', ß'^v'^tt'. 

Aus ihnen folgen einerseits mit r = X, t' •= fi, v-' die Relationen: 
«' + y' + «* — (« — *) = 0, 

(«'_ ^') (^'_ ^') (y'_ ^')(_£L_, + _^ + -^,)= 0, 

(«'-»'') (^' - O (/- Ols^ + p^ + 7^1- 

und andererseits mit r = a, r'==" «', /J', y' und Elimination von 
^* + y* + ^* ^6 Gleichungen : 

die letzteren auch durch den Grenzübergang (13"') aus (17) hervor- 
gehend. 



(16'") ■ 
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Die Gleidningen (17'") sind die Auflösungen der Gleichungen 
(16'") nach o^^y^^z^ und durch diese bestimmt^ solange nicht ^'= v = ^ 
wird. In diesem Ausnahmefalle sind die beiden letzten Gleichungen 
(16'") durch die beiden Gleichungen (8"') (vgl. § 5, zu 12'") des 
Focalaxenpaares h zu ersetzen^ in welchem die beiden Kegelgrenz- 
formen ft'=/S' und i;'=/3' sich schneiden. 



§ 7. Identische Relationen swisohen gewöhnlichen und elliptisohen 

Coordinaten« 

Die Gleichungen (15) imd (16) gelten für zusammengehörige ge- 
wöhnliche und elliptische Coordinaten ausnahmlos. Beispielsweise ist 
die erste Gleichung (16), in der Form: 

iP - A) (y - A) x^^{y- X) {a - A) y« + 
+ (« — A)(/J — i)z^ — (a — A)(/3 — A)(y — A) = 

verstanden, für die zusammengehörigen Coordinaten Xy y, und y, ft, v 
eines Punktes der Ebene ;sr = innerhalb der Focalellipse unmittelbar 
erfüllt. Dagegen würde sie in der Form: 



a — X ' (J — Z 



auf den Fall jS? = 0, A = y nicht in gleicher Weise anwendbar sein, 
wenn schon sie auch jetzt nach Substitution der Werthe (17) eine 
Identität in A, ft, v ist. Der Kürze wegen benutzen wir aber im Fol- 
genden die Belationen (15) und (16) in den Formen: 



«' I y' I g' 1 (t — A)(t — fA)(T — V) 



(19) ^ + «^ + 7^ 



(20) 



' J^ _|_ ^^ _l_ JL 1—0 

_£!_+ »L + ^f! — 1 = 0, 

a — V ' p — V ' y — V ' 



indem wir auf ihre Anwendung für solche Fälle verzichten, in denen 
die vorkommenden Nenner verschwinden. 

Wird jetzt aus der Gleichung (19) und je einer der Gleichungen 
(20) durch Subtraction das constante Glied : — 1 eliminirt, so ergeben 
sich nach Weglassung der nicht identisch verschwindenden Factoren 
% — A, r — \iy X — V die Belationen : 
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(21) 



«;" 



+ 



»• 



+ 



2" 



(« — *»)(» — ») 



(a-x)(«-l) ' (p-t)(ß-l) 1 (y_r)(y-l) («_,)((J_T)(r-T) ' 



«' 



+ 



y» 



+ 



«' 



(«-»)(«-!) 



(«-*)(«-»*) ' tf-«)(P-f*) ■ (y-'Xy-f») («-«)«»-») (y-«)' 



«' 



+ 



y* 



+ 



«' 



(«-!)(»-**) 



(«-«)(«-») ' (ß-t)(ß-v) • (y-,)(y-,) («_,) ((»_,)(,_»)• 



Ebenso gehen durch die Elimination der Glieder mit a^, y* oder e* aus 
der Gleichung (19) und je einer Gleichung (20) drei ähnliche Formel- 
gruppen herror, von denen beispielsweise die letzte lautet: 






(21,;.) 



(a — y)x^ 



+ 



(P - y)y 






(r-*)(t-l) 



(«-»)(«-»*) ' (P -«)«»-»*) ' («-t)(|J-»)' 

(«-y)»« I (P-y)y' . (»-X)(*-ft) 



( 



) 



und die beiden anderen (21,0?) und (21,y) aus dieser durch cyclische 
Yertauschung Ton x, y, z und a, ß, y entstehen. 

Aus diesen vier coordinirten Formelgruppen gehen nun weitere 
durch Substitution specieller Werthe fOr x hervor. So folgt zuerst 
aus den drei Gleichungen (21), wenn beziehungsweise r = A, /t, v 
gesetzt wird: 



(22) 



X' 



1 + 



y* 



r.+ 



«' 



_ (ft-t)(y-X) 



(«_!). I ((}_X). 1 (y_l). («_i)(,}_i)(y_l)> 



«■ 



"- I y* _i___?!_ _ (»— ft)(^— I») 

(« - ,1)« 1" (P - ft)« "T" (y - ^)» — (« - v^(9 - p)(y - ^)' 



«' 



r.+ 



y= 



1 + 



Z^ 



{X — v) (j» — V) 



und; wenn beziehungsweise r «» f& oder i/^ 1/ oder A^ A oder fi gesetzt wird: 

f tJ SS, 

(„_^)(„_,) + (p-^)«}-*) + (y-(*)(y-*) =" ^' 



(23) 



a;' 






In gleicher Weise entstehen aus den drei Gleichungen (21,;?) die 
Relationen: 



r(« 



(22,^) 



-i)x* , (p-y)y' _ . Ot-i)(,-x) 



C 
(« — y)«» 



'-y)'g* , {P — y)y* _ i (» — ft)(t-i») 



( 

(« — y) as* 



«-y)a,« ((>-y)y» , (i 

(« — *)» ' ((? — »)» (o 



»Xf»— ») 



« — «-)((» — ») 
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und: ( (« — y)x* , (ß'-Y)y^ _ i _ n 



(23,,) 






U«-^)(«-f*) • (P-x)(p-^) 



Aus den beiden letzten Formelgruppen gehen weitere durch die er- 
erwähnten cyclischen Yertauschungen hervor. 

Für die Ebene jgr «» benutzen wir aus dem zu Anfang dieses 
§ 7 angegebenen Grunde etwa von den Gleichungen (23) nur die erste 
oder zweite, jenachdem X=i y oder fi = T' ist, und erhalten für beide 
Fälle mit Anwendung der in § 6 zu IV eingeführten Bezeichnung die 
Relation : 

(ygl. Anm. I, 6, 23®), giltig für zusammengehörige Goordinaten x, y 
und A', fi* aller Punkte der ä^^-Ebene. Mit i,'==^y folgt hieraus im 
Besonderen, dass für alle Punkte der Focalellipse c: 



§. 8. Die elliptisolien Ooordinaten eines Linienelementes. 

Zwischen gewohnlichen Goordinaten x, y, g, dx, dy, de und ellip- 
tischen Goordinaten kj (i, v, dky d(i, dv eines Linienelementes (ygL 
Anm. y, 3) besteht, aus (15) herrorgehend, identisch in r die fol- 
gende Gleichung: 

(24) («_.)0,_.)(y_,)||f£^^ + ^^ + lf^j=, 

-(.-A)(.-,)(.-.)|^ + ^-^ + ^-^). 
Aus ihr folgt mit r »« A, ^, v: 

(25),-0»-r)0i-A)rf^=2(«-p)(^-^)(y-,t)|^+i^+^), 

und mit t= «, /S, y: 
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(26) 



Die Formeln (25) drücken die drei letzten der sechs eUiptischen Goor- 
dinaten des Linienelementes durch die drei letzten der sechs gewohn- 
lichen Coordinaten aus, wobei zwischen den drei ersten Coordinaten 
der einen und den drei ersten der anderen Art gleichzeitig die Rela- 
tionen (16) und (17) obwalten. Nur wenn der Anfangspunkt A, fi, v 
des Linienelementes auf der Focalellipse A »s ^ «s ^ liegt, werden dX 
imd diiy wenn er auf der Focalhyperbel ii = v = ß liegt , d^ und dv 
unbestimmt. Die rechte Seite der ersten Grleichung (25) ist das Dif- 
ferential der linken Seite der ersten Gleichung (16), woraus hervorgeht: 

L Die Coordinate dX eines Linienelementes verschwindet dann und 
nwr dann^ wenn das Element in der Coordinatenfläche X seines Anfangs- 
punktes Xy yLj V liegt, also einer Tangente des EUipsoides X angehört. 

Hierbei gilt als Tangente in einem Punkte y, (i, v der Grenzfläche 
A = y (Doppelebene z^ = 0) jede durch diesen Punkt gehende Gerade, 
wie denn in (25) dX mit jer »= 0, X=^ y unabhängig von dXy dy, dz 
verschwindet. Die beiden letzten Formeln (25) erhalten mit z =^ 0, 
A = y bezüglich die Factoren y — ft und y — v und reduciren sich, 
wenn nicht zugleich ft = y ist, auf: 

(^ - v)d^ - 2(« - ^)(^ - ^)(£^ + Ä) , 
(v-^)d^ = 2(«-,,)(^-^)(^ + Ä). 

Die hierdurch dargestellten Differentiale dii, dv sind aber die ellip- 
tischen Coordinaten dX', dfi' (vgl. § 6, IV und Anm. I, 7, 25®) des in 
der Ebene »= liegenden Elementes x, y, dx, dy. Indem wir also 
voraussetzen, dass das Element y, ft, v, 0, d^, dv in dieser Ebene 
liegt, was aus A = y, dA = allein noch nicht folgt, so erhalten wir 
mit Hinzunahme des analogen Falles ^ = y, d^=^0 den folgernden Satz: 

n. Sind die räumlichen elliptischen Coordinaten eines in der xy- 
Ebene liegenden Linienelementes y, ft, a/, 0, dft, dv oder A, y, ft, dX, 0, 
dvy so sind seine ebenen elliptischen Coordinaten mit Bezug cmf die Brenn- 
punkte Bq, Bq': X' = ft, ^' = v, dA- = dft, rfff=dv oder A-=A, 
(f= 1/, dX' = dXy dfi' = dv. 

Ausgenommen sind von diesem Satze die Linienelemente A =^ fi =« y, 
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da für diese dX und d^ unbestimmt werden, dX' aber bestimmt ist. 
Entsprechende Betrachtungen gelten für die xg- und yis-'Ebeiie, 

Die Formebi (26) drücken die gewöhnlichen Coordinaten dXy rfy, dz 
durch die elliptischen Coordinaten rfA, dft, dv des Linienelementes 
aus. Nur wenn der Anfangspunkt des letzteren in die Coordinaten- 
ebenen = 0, y = oder x = fällt, wird bezüglich rfjgr, dy oder dx 
unbestimmt. Von diesem Ausnahmefalle abgesehen, ergeben sich aus 
(26) für die partiellen Differentialquotienten x^, y^, m^^ von o?, y, z nach 
^ ^%i Vi) h ^^t f* ^"*d x^y ^3, jETj nach v die Werthe (vgl. § 6, 17): 



(27) 



X y z 

X y z 

^« 2{a — fiy y^~ 2((J-^)' ^2— — 2(7=70' 

X y z 

^3~ 2(a — y)> J^s 2((J — y)' ^»~"~"2(y — y)' 



Hiermit nehmen die Gleichungen (23) die Form an: 

^8^1 + y^Vi + ^8^1 = 0, 

woraus folgt (vgl. Anm. V, 5®): 

m. Die elliptischen Coordinaten sind orfhogonale Coordinaten, 
Femer ergeben sich aus den identischen Gleichungen (22) für die 

Ausdrücke : 



die Darstellungen: 



"^ \ ^r (a~X)((5-X)(y-Z)' T^ («_^)(|5__^)(y_^); 



% 9. Die Axen eines Punktes in dem elliptisehen Coordinatensystem. 

Als Axen 1, i^; 5 ^ Punktes P = A, ft, v iw cfem eUipUsdhen 
Coordinatefisystem bezeichnen wir die positiven Tangenten der Goordir 
natenlinien oder, was dasselbe ist, die positiven Normalen der Coordi- 
natenftächen im Punkte P (vgl. Anm. V, 2). Sie haben gegen das 
Coordinatensystem Oxyz die Richtungscosinus (vgl. ebenda, unter 4**): 
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(29) 





X 


y 


e 




X 


y 


z 


21 (a — X) 
X 


y 


g 


2m:(«-f*) 

X 


2W(|J-|M-) 

y 


2w (y-i*)' 
z 


2n(a — v) 


2n(p-^r) 


2«(y — «r)- 



Diese sind mit Substitution der Werthe (18) für x, y^ und (28) für 
l, m, n vollständig durch die elliptischen Goordinateu des Punktes P 
ausgedrückt zu denken. Von dem Verlauf der positiven Normalen der 
Goordinatenflächen geht, da er sich nach der Bichtung der wachsenden 
elliptischen Goordinaten A, ii^ v bestimmt^ aus der gestaltlichen Be- 
schreibung des confocalen Systems in § 4 (vgl. auch Fig. 4) noch eine 
andere Vorstellung hervor. Da nämlich von zwei Ellipsoiden das mit 
dem grosseren X das innere ist^ muss die positive Normale S des EUip- 
soides X seine innere Nomuüe sein. Aus dem analogen Grunde ist die 
positive Normale ^ des eweischaligen Hyperboloides v seine äussere (nach 
der convexen Seite laufende) Normale, Beim einschaligen Hyperboloide 
fi tritt, ebenso wie bei den schon genannten Flächen A und v, die 
positive Normale i} nach der Seite des Mittelpunktes aus der Fläche 
heraus. 

Wenn im Vorstehenden für die Bestimmung der positiven Tangenten 
(^ 1}^ % der Goordinatenlinien die Parameterdarstellung (18) zu Grunde 
gelegt wird (vgl. Anm. IV, 6)^ so ist dabei vorausgesetzt, dass die Func- 
tionen (18) für benachbarte Werthe Aj, fi^, v^ von A, ft, i^ die Tay- 
lor'sche Entwicklung beziehungsweise nach ganzen Potenzen von A^ — Xy 
(1^ — (i und Vi — V zulassen. Diese Voraussetzungen sind für einen 
Punkt X, II, V ausserhalb der drei Ebenen des Goordinatensystems 
Oxyg überall erfüllt, sodass sich in erster Linie folgender Satz ergiebt: 

I. Das Axensystem |, ij, i eines ausserhalb der drei HaupMyenen 
gelegenen Punktes P = A, |», v ist, dweh die Formeln (29), eindeutig 
bestimmt Es besteht aus den positiven Normalen der drei eigentlichen 
Coordinaten flächen im Ptmhte P (vgl. § 4, zu II). 

Ausserhalb derCoordinatenebenen haben zugleich die Grössen (28) 
bestimmte endliche Werthe und folgt daher (vgl. Anm. V, 3): 

ü; Ein Linienelement mit den elUpiischen Coordinalen X, ft, v, dX, 
d^, dvy dessen Anfang^pwnkt ausserhalb der Coordimatenebenen liegt, hat 
die absolute Länge: 

(30) ds =V/^dA* 4- w^dfA* + n^d'i^ 
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und seine BicMungscosinus p, g, r gegen die Axen ^^ rj, ^ des Punktes 
ky ft, V haben die Werthe: 



(31) 



P = 



IdX 



2 = 



md(i 
ds 






ndv 
ds 



Die Charakteristik (i, m, n) des Linienelementes (vgl. Anm. V, 4) ist 
durch die Vorzeichen von dl, dfi, dv eindeutig bestimmt. 

Für einen Punkt P = X, (i,v einer Hauptebene erleidet die Defi- 
nition der Axen ^, rj, ^ eis positiver Tangenten der Coordinatenlinien 
eine Störung. So ist beispielsweise für eine durch die Gleichungen (18) 
bei festen fi, v dargestellte ftv-IAme die dritte Coordinate für be- 
nachbarte Werthe A^ des Werthes X = y nicht nach ganzen Potenzen 
von (Aj — y) entwickelbar, wie denn im Punkte y, fi, v, wo A einen 
Maximalwerth y erreicht, eiue bestimmte Richtung des wachsenden A 
für die ftv-Lioie nicht existirt. Die Axen |, iy, f werden in solchem 
Falle durch die Grenzwerthe der Ausdrücke (29) definirt. Nähert sich 
nämlich der Punkt A, ft, 1/ dem Gebiete A = y oder ft = y der xy- 
Ebene, so erhalten die zuvor vollständig in A, (i, v dargestellten Rieh- 
tungscosiaus (29) bezüglich die folgenden Grenzwerthe: 



(29,y) 



I 



X 



y 





X 



+1 



y 



8m(o( — (t) 

X 



im(ß—n) 



y 



inift—v) 2«(p— ») 











I 



X 



y 



e 



X 



2J(a — X) 



X 



» 

n (ß-x) 
±1 
y 



2« (a — v) 2» ((J — v) 



0, 



wo in den dritten Verticalreihen das obere oder untere Vorzeichen 
gut, jenachdem die Annäherung des Punktes an die Ebene ^^ = von 
der Seite der positiven oder negativen je?-Axe her erfolgt, und wo die 
Werthe (18) und (28) von x, y, m, n mit A = y, resp. von x, y, Z, n 
mit ft = y reducirt zu denken sind. Was daher den Fall A = y an- 
geht, so wird die |-Axe zur Ebene der Grenzform A = y der EUip- 
soide senkrecht, aber von unbestimmter Pfeilspitze. Dagegen fallen die 
rj- imd i-Axe in die xy-lEihene und stehen nach der mit jgf = (A = y) 
reducirten ersten Formel (23) aufeinander senkrecht. Zugleich sind 
sie die positiven Normalen der ersten Hauptschnitte der Flächen (i 
und V (vgl. Anm. I, 8, 29^), also die Axen des Punktes y, ^, v =^ X',ii' 
(vgl. § 6, IV) in dem elliptischen Coordinatensystem der a;y-Ebene. 

Gleicherweise erhalten wir aus (29) bei Annäherung des Punktes 
P = A, fi, V an die Gebiete 11 = ß und v = ß (vgl. Fig. 4) der 
arjgr-Ebene: 
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(29,^) 



I 



X 



y 



z 



X 



2?(a — X) 

+1 

X 



— 



n{y-X) 





6 



n 



— 



2 n (y — v) t 



2n(a — v) 

und bei Annäherung an die j^je? -Ebene: 



X 



z 



X 



2Z(a-- i) 

X 








z 



2w(a — ft) 

+1 



2Hy^X) 

z 
2w(y— /i) 

, 



(29,«) 



5 



X 



y 



B 







+ 1 



y 



2Z (|3 — X) 



y 







i^) 



U(y-X) 

z 

2m(y — ft) 





wozu die entsprechenden Bemerkungen, wie vorhin, gelten. Die Zu- 
sammenfassung dieser Resultate giebt: 

ni. Das Axensystem |, ^, £ eines in einer Hauptd>ene gelegenen 
Punktes P = A, fi, v, der kein Focoipurüct ist, wird, durch die Formdn 
(29,y; ß] «), zweideutig bestimmt. Es bestellt aus den positiven Normalen 
der beiden eigentlichen Coordinatenflächen im Punkte P wnd der mit un- 
bestimmter Pfeilspitze genommenen Normale der Hauptebene selbst 

Der PaU, wo P, ohne Focalpunkt zu sein, in einer Hauptaxe oder 
im Goordinatenanfang liegt und das Axensystem i, rj, ^ vier- oder 
achtdeutig wird, bedarf darnach keiner besonderen Hervorhebung. 

IV. Diejenigen beiden von den drei Axen |, ij, f eines Punktes P 
in der 1., 2, oder 3. Hauptebene, welche in diese Ebene fallen, sind zu- 
gleich die Axen i, ri des Punktes in dem ebenen elliptischen Coordi- 
natensystem (vgl. § 6, IV) dieser Ebene. 

Für eine Hauptebene entsteht auch in den Formeln (30) und (31) 
eine Unregelmässigkeit. So wird für ein durch seine gewöhnlichen 
Goordinaten x, y, z, dx, dy, dz gegebenes Linienelement, dessen An- 
fangspunkt Xj y, z innerhalb des Gebietes A = y der Ebene z = 
liegt, nach (25) stets dA = und nach (28) ? === oo, während sich für 
Idk aus (25) und (28) mit Benutzung von (18) der zweideutige Grenz- 
werth Idk = -^dz ergiebt. Dies stimmt damit überein, dass in (31) 
ldk=pds die Projection des Linienelementes auf die |-Axe bedeutet, 
die jetzt nach (29,y) mit der ^er-Axe parallel und von zweideutiger Pfeil- 
spitze ist. In der Gharakteristik (l, nt, n) des Elementes ist mit der 
Pfeilspitze der |-Axe, der Definition (vgl. Anm. V, 4) nach, auch das 
Symbol I im Allgemeinen zweideutig, = +. 
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Wenn jedoch mit = nicht nur der Anfangspunkt des Elementes, 
sondern zugleich mit d0 = das ganze Element in der ajy-Ebene liegt, 
wird das Symbol I eindeutig, = 0. Analoges gilt für die Grenzwerthe 
von md[i und ndv bei imendlich werdendem m und n. 

V. Bei Bemdzu/ng der Grenjswerffie von IdX, mdfi, ndv hehdlten 
die Formehh (30) und (31) awcÄ für solche Linienelemente ihre Bedeur 
tung, deren Anfangspunkt A, ft, v, ohne Focdlpunkt m sein, in einer 
Hauptebene liegt. In der Charakteristik des Elementes ist das eine der 
drei Symbole I, m, tt zweideutig oder null. 

Weitergehende Unregelmässigkeiten zeigen sich bei Focalpunkten. 
Tritt der Punkt P = k, fi^v mit X = (i = y in die Focalellipse ein, 
so werden die Bichtungscosinus der |- und rj-Axe in (29) vöUig un- 
bestimmt, während diejenigen der f-Axe die Werthe erhalten: 





X 


y 


Z 


e 


X 


y 


0. 


2w(a — v) 


2n{ß — v) 



Die 5-Axe fällt also in die rpy-Ebene und steht nach § 7, 23, y auf 
der Normale der Focalellipse (8) senkrecht. Ebenso bleibt für einen 
Punkt p = V = ß der Focalhyperbel nur die |-Axe mit: 

(^,ß. ß) 





X 


y 


z 


1 


X 





z 


— 2?(a X) 


2l{y-l) 



bestimmt, sodass sich der Satz ergiebt: 

VI. Das Axensystem |, rj, f eines Punktes P = k, fi, v auf der 
FocaMlipse oder Focalhyperbel ist unendlich vieldeutig. Es besteht aus 
der positiven Normale der einzigen eigentlichen Coordinatenfläche im 
Punkte P, zugleich der Tangente des Focalkegdschnittes, und zwei in 
der Normalebene des letzteren beliebig anzunehmenden rechtwinkligen Axen. 

Wird der Grenzübergang auf X = y und ft = y in bestimmter Weise 
vollzogen, so können auch für einen Punkt der Focalellipse bestimmte 
Axen I, ri gewonnen werden. Dienen beispielsweise nicht die Aus- 
drücke (29), sondern die Ausdrücke (29, y) in der einen oder anderen 
Form als Ausgangspunkt, so fällt die erue der Axen g und ri in die 
rry-Ebene imd wird die andere zu dieser senkrecht. Es wird dann die 
Auffassung der räumlichen elliptischen Coordinaten der Punkte der 
icy -Ebene als ebener elliptischer Coordinaten A*, ft* als maassgebend be- 
trachtet, bei der die Focalellipse c keine besondere Rolle unter den 
Ellipsen des confocalen Systems (9,;8f) spielt. 

Was die Projectionen IdXy mdfi^ ndv eines Linienelementes auf 
die Axen |, ij, g in (30) und (31) angeht, so bleibt für die Focal- 

3* 
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ellipse nur ndvy für die Focalhyperbel nur Idk bestimmt^ während die 
beiden anderen Projectionen, ebenso wie die Axen^ auf welche die Pro- 
jection geschieht^ unbestimmt werden. Auch in diesen Fällen ent- 
sprechen also die Formeln (30) und (31) den thatsächlichen Verhält- 
nissen. In der Charakteristik (I^ ttl; n) des Elementes werden zwei 
Symbole gleichzeitig mit den entsprechenden der Axen 1, ^, S völlig 
unbestimmt. 

§ 10. Die Sohnittpankte einer geraden Linie mit dem 

oonfoofiklen System. 

Jeder Punkt der Verbindungslinie zweier Punkte 

-Pl = ^l; 3/l, h = K> i^V ^1 ™d Pjj = x^, yjj, 02 = ^2, fi^, v^ 

hat Coordinaten von der Form: 

imd liegt zwischen P^ und P^ bei positivem, ausserhalb P^ und Pg 
bei negativem q. Die Werthe, welche q für die Schnittpunkte der 
Geraden PiPg mit einer beliebigen Fläche t des Systems (9) in § 3 
hat, ergeben sich als Wurzeln einer quadratischen Gleichung*). Die 
beiden äusseren Coefficienten der letzteren gehen aus der linken Seite 
der Gleichung (9) hervor, indem darin ^1,^1,^1, resp. x^^y^j z^ für x, y^z 
gesetzt wird. Ihr Product T drückt sich daher nach § 6, 15 durch die 
elliptischen Coordinaten der Punkte P^ und Pj in folgender Weise aus: 

T= (r — Ai) (r — fti)(ir — v^) • (r — A^) (r — fi^) (^ — ^2)- 

Ist dieses Prodnct T negativ, so sind die beiden Wurzeln q der er- 
wähnten quadratischen Gleichung reell und verschiedenen Vorzeichens, 
also die Schnittpunkte der Geraden TiP^ mit der Fläche t des confo- 
calen Systems reell und durch P^ und P^ voneinander getrennt. 

Sei nun die betrachtete Fläche r ein Ellipsoid A und die Punkte 
Pj und Pg in den beiden Grenzformen A = — 00 imd A = y der Ellip- 
soide (vgl. § 4, 12) gelegen, also A^ dem Werthe — 00 näher als jedes 
endliche A, d. h. A — A^ > 0, und A^ = y, so wird nach § 4, 11: 

r= (A - AO(A - fii)(A - v,)\l - r,){k - ft,)(A - V,) < 0. 
Ebenso ist mit r = ft, ^^ = y, fi^ = ß: 

T=(ii-k,)iii — y)(ii- V,) . (ii - A,)(ft -ß){iL- v^) < 
und endlich mit r = 1/, v^ = ß, v^ = a: 

T=(v - X,)iv -(h)(v-ß)-(v- X,)(y - ft,)(v - «) < 0. 

•) Vgl. Lindemann, a. § 1 a. 0. S. 182. 
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Daraus folgt aber der Satz: 

L Hai eine gerade Linie mit den beiden Grenzformen einer der drei 
Flächenschaaren (12) je einen Punkt P^ imd P^ gemein, so schneidet sie 
jede eigentliche Fläche derselben Schaar in zwei reellen Punkten^ die durch 
Pj und Pj getrennt werden. 

Die Gerade kaim daher auch keine eigentliche Fläche dieser Schaar 
berühren. 

Liegt nun eine Gerade weder in der unendlich fernen Ebene noch 
in der Ä?y-Ebene, so kann sie mit den Grenzflächen A = — cx) und 
A = y je nur einen Punkt D und C gemein haben^ der als Schnitt- 
punkt mit einer Doppelebene (p^ = und z^ = 0) doppelt zählt. 
Durch jeden anderen Punkt der Geraden geht nach § 4, zu ü, ein 
eigentliches Ellipsoid A^ während nach § 10^ I jedes Ellipsoid A jeden 
der beiden Abschnitte DC der Geraden stets einmal und nur einmal 
trifiPt. Die elliptische Goordinate A des laufenden Punktes der Geraden 
bewegt sich also in einem solchen Abschnitte in der Richtung von D 
nach C einmal über alle Werthe von — oo bis y. Nach § 8, I femer 
verschwindet für ein Element A, fi, v, dA, d/x, dv der Geraden die 
Goordinate dX^ ausser wenn der Anfangspimkt des Elementes in C 
fällt, niemals, da die Gerade keine eigentliche Fläche A berührt. Für 
alle von D nach C gerichteten Elemente ist daher dX positiv: 

n. Schneidet eine Gerade die beiden Grenzformen A = — oo und 
X=iy der EUipsoide A je in einem Punkte D und C, so ist für aUe 
von D nach G gerichteten Elemente der beiden Abschnitte DC: dl>0. 

Liegt die Gerade ganz in der a;j/ -Ebene und trifft sie die Grenz- 
fläche X = y überhaupt, so hat sie mit ihr im Allgemeinen einen 
ganzen Abschnitt gemein, längs dessen dX=^0 ist. Der ausgesprochene 
Satz n erleidet daher eine Modification, die sich direct aus I ableiten 
lässt, aber in Folge der Beziehungen § 8, 11 auf den entsprechenden 
Satz über ebene elliptische Ooordinaten (vgl. Anm. I, 9) zurückkommt. 

Dagegen ergeben sich auf dieselbe Weise, wie Satz 11, die fol- 
genden Resultate, bei denen die Gerade im Unendlichen als geschlossen 
gedacht wird, sodass ein Abschnitt auf ihr auch durch das Unend- 
liche hindurch gehen kann. 

in. Schneidet eine Gerade die beiden Grenzformen ^ = y und ft = j8 
der einschaligen Hyperboloide ^ je in einem Punkte C und B, so ist 
für äUe von C nach B gerichteten Elemente der beiden Abschnitte CB: 
rff*>0. 

IV. Schneidet eine Gerade der beiden Grenzformen v = ß und v = a 
der zweischdligen Hyperboloide je in einem Punkte B und A, so ist für 
aUe von B nadi A gerichteten Elemente der beiden Abschnitte BA: dv>0. 
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Drittes Capitel. 
Focalkegel and Focallinien im confocalen System. 

§ 11. Begriff und HauptazentrauBformation der Focalkegel. 

Die beiden Eegel^ welche von einem Punkte P ^^ x, y, z des 
Baumes über den beiden Focalkegelschnitten c und h eines Systems 
confocaler Ellipsoide und Hyperboloide errichtet wird, heissen die 
Focalkegel des Punktes P, der Focalell^senkegd Pc und der Focdlr 
hyperbelkegd Ph, 

um die Gleichung des Kegels Pc in laufenden, auf das Axen- 
system Oxyz bezogenen Coordinaten X, F, Z zu erhalten, elimi- 
niren wir aus den Gleichungen der Verbindungslinie zweier Punkte 
P = Xj y, und P' = x\ y'y z\ 

X — x: ¥ — y : Z — z = x' — x:y' — y : z' — z 

unter der Bedingung, dass P' auf der Focalellipse liegt (vgL § 2,8): 

+ /— = !, ^' = 



a — y ' (J — y 

die Coordinaten Xy y , /. Damach wird die Gleichung des Focal- 
ellipsenkegels Pc: 

^32) {{Z-z)x-{X-x)zy _j_ ((^Z^z)y^{Y^y)zy ^^ _ ^y _ q 

und ebenso die Gleichung des Focalhyperbelkegels: 

^32^ [{Y--y)x-{X-x)yy _^ {(Y- y)£r-(Z~ g)y} « _^Y—yY = 0. 

Die erstere Gleichung (32) reducirt sich, wenn P in eine die Focal- 
ellipse nicht enthaltende Hauptebene, etwa die Ebene y = fällt, auf: 

(32-) \iZ-B)x-{X-x)zy j^Y^^_^z-zf^O, 

dagegen, wenn P in die Ebene z = der Focalellipse eintritt, auf: 

(32") (^ + F^-l)^ = 0- 

Liegt daher P selbst auf der Focalellipse, so wird die Gleichung des 
Focallelipsenkegels identisch in X, F, Z erfüllt. Wir hebrachten als 
FocaMlipsenJcegd eines solehen Ptmktes das Qeradenbündd mit dem 
Centrum P. In analoger Weise verhält sich die zweite Gleichung (32) 
für besondere Lagen des Punktes x, y, z. 
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Um die Gleichungen (32) von dem ursprünglichen Coordinaten- 
system Oxyz{pXYZ) auf die Axen |, iy, g des Punktes P zu trans- 
formiren^ dienen nach § 9^29 die Formeln : 



(38) 






(a — ft) 






m(ß — (i) ' n(ß — v) 



n 



+ g I 

' n(y — v)} ' 



(y — ''') ' ^'^(y — i") ' ^(y — ^) 

Die Substitution dieser Ausdrücke in die erste Gleichung (32) giebt: 



+ T(^-y)y'^1z7ß= 



£ 



+ 



^ 



+ 



((3-X)(y-^) ' w((5 — |^)(y-^) ' n((5-i^)(y-i;) 



v)\ 



8 



4 



i» 



2 



I 



+ 



»? 



Z(y-X) 

oder nach %, n, % geordnet: 

4 * iL (« — 1)» "T (P — X)« 



m (y — (i) 



1 g' 



+ 



^ (y — i;) J 



\*_ 



=0, 



"r'L(« — ^)» "•" (|S — (»)• J»»'(y— (t)> 

r(«-y)a;' , (p-y)y' _ il_iL_ 
"•"Lc« — *)« "f iP — v)* V(y — »)» 

■ r (tt-y)«' , (|?-y)y' .1 2.,J 



mn{y — (») (y — *) 

, r (tt-y)a;' , (p-y)y' _ . 1 2gg 

"" L(a — v){a—X) "T (P— i-XP — X) J n? (y — ») (y — i) 

r («-y)a;' , (P-y)y' .-| 2S,i \ 

"f"L(a-X) («-,») "I" (p-X)(p-p) ^Jjm(y-X)(y-^) /— "" 

Werden jetzt die Formeln (22,4 (28), (23,«) benutzt, der Werth (17) 
für «* eingesetzt und mit: — (a — y)(/3 — y) multiplidrt, so reducirt 
sich diese Gleichung auf: 

(34) (y-A)(y-^)(y-»,){-il^ + ^ + ^J=0. 

Vorstehende Transformation gilt für jeden Punkt P = x, y, js =i X, (i, v 
ausserhalb der Goordinatenebenen. Ist dagegen etwa y == 0, fi = /3, 
so sind die Formeln (33) nach (29, j3) durch folgende zu ersetzen: 

^ — ^ = — YUia — l) + n{a—v)\ 

\ Y- + V 

•.-±1 « 

2 l 



(33,y) 







Hv 



X) ~«(y— v)) 
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und diese in die Gleichung (32') zu substituiren. Damacli ergiebt sich: 

oder 

^ L(a — f/)(a — X) -^JnZCy — v)(y — X)) 

Jetzt kommen von den Fonneln (22, ;?), (28) und (23, z) gerade nur 
diejenigen in Betracht, welche ß — fi nicht in den Nennern enthalten. 
Im übrigen ergiebt sich wie vorhin: 

(34-) (y_A)(y_^)(y_^,){-i;^+-^+-JL.)=^0, 

d. h. die Gleichung (34) gilt auch für f* = /J. Ebenso wird ihre 
Giltigkeit für Punkte v == /J der xis- imd für Punkte der yjgf-Ebene 
bewiesen. Bei der zu (34') führenden Transformation kann nach Re- 
duction aller benutzten Formeln mit ft = /3 nachher auch noch i/ = /5 
gesetzt werden, einem Punkte P auf der Focalhyperbel entsprechend. 
Nur ist das damit eingeführte Axensystem |, 17, S kein nothwendiges, 
sondern nur eine der unendlich vielen möglichen Formen des Axen- 
systems |, 17, S im Punkte A, /3, ß (vgl. § 9, VI). Indessen ist die re- 
sultirende Gleichung (34') mit 1/ = /S, da sie ly und g nur in der Ver- 
bindung ri^ + 5^ enthält, für alle diese möglichen Formen dieselbe. 

Ist endlich P im Gebiete A = y oder f* = y der a;y- Ebene ge- 
legen, so haben wir nur in der Gleichung (32") Z== + 1 oder Z= + ri 
zu setzen (vgl. § 9, 29, y) und erhalten mit Hinblick auf § 6, 15, y 

(y — f^) (y — '^W = ö ^^^^ (y — ^)(y — '^W = ^; 

d. h. die Gleichung (34) gilt auch für A = y oder f* = y. Aber auch 
für A == y und ft = y wird sie, wie (32"), eine Identität. 

Da analoge Entwickelungen far die zweite Gleichimg (32) gelten, 
können wir allgemein den folgenden Satz aussprechen: 

I. Die Gleichungen des FocaleUifpsenkegds Pc find des FocdQvj^perhd- 
Jcegds Pb eines beliebigen Ptmktes P = A, f*, v lauten in Beeug auf die 
Axen I, ly, % des Punktes: 



(34) 






3. Gapitel. Focalkegel und Focallinien im confocalen System. § 11. 41 

Aus der Form dieser Oleichungen geht nun unmittelbar der Satz 
hervor: 

n. Die beiden Foccdicegel des Punktes P = l, ii^ v haben dessen 
Axen if vj, t als Hatiptaxen. 

Um die Gestalt der beiden Eegel näher zu bezeichnen^ bringen 
wir die beiden letzten Flächenschaaren § 5^ 12^'^ durch Aenderung 
der Bezeichnungen: 

a ß' y (i' v' X y 

in viiXyßiTj^ 

auf die folgende Form: 

(12, P) Kegel um die ^-Axe: 

Kegel wn die %-Axe: 

Hiemach sind aber die beiden Focalkegel zwei bestimmte Eegel in 
einem System confocaler Kegel, dessen Constanten v, ii, k die ellipti- 
schen Coordinaten des laufenden Punktes P imd dessen Parameter 
y, ß sind. Für einen Punkt P ausserhalb der Ebenen der Focal- 
kegelschnitte c und 6 (A < y < fi, ft < /5 < v) sind beide Kegel (34) 
ungleichnamige eigentliche Kegel des confocalen Systems (12, P). 
Für einen Punkt der a?y- Ebene, X = y oder ft = y, giebt die erste 
Gleichung (34) |^ = oder if = 0. Die letztere Gleichung i^^ = 
ist aber, da die von einem Punkte P ausserhalb der Focalellipse nach 
den Punkten dieser gezogenen Verbindungslinien nicht die ganze xy- 
Ebene, sondern nur zwei entgegengesetzte von den vier Winkelräumen 
bedecken, in welche die von P an die Focalellipse gezogenen Tangenten : 

^' + -^ = 0, 12 = (vgl. Anm. I, 10 u. § 6, IV) 



l — y ' V — y 

die Ebene zerlegen, im Sinne der Grenzform y = ft der Tabelle (12, P) 
aufzufassen. Der Focalhyperbelkegel ist auch für X = y oder (i == y 
ein eigentlicher Kegel der zweiten Schaar (12, P). 
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Für einen Punkt der xg-lSlbene, l^ = ß ^^^^^ ^ =^ i^; ^^ ebenso 
der Focalellipsenkegel (34) ein eigentlicher Eegel der ersten Schaar 
(12, P), der Focalhyperbelkegel aber bezüglich die Grenzform /3 = fc 
oder /3 = v der zweiten Schaar. Allgemein folgt daher: 

m. Die beiden FocaJJcegd eines Punktes P, der kein Focalpwnkt ist, 
sind stets zwei tmgleichnamige Kegd eines Systems canfocaier Kegel. 

Für die ausgeschlossenen Punkte ergiebt sich aus (34) sofort 
(vgl. auch die Schlussbemerkung von § 5): I 

IV. Für einen Pu/nkt P auf der FocoMlipse oder Foccdhyperhd ist 
der gleichnamige Focalkegd unbestimmt (ein Geradenbiindd), der ungleich- 
namige ein Botationskegd mit der Tangente des FocaRegeUchnittes im 
Punkte P als Botaiionsaxe. 

Die Definition der Focalkegel Pc und Pb im Anfange des § 11 
soll auch für die drei speciellen confocalen Systeme gelten. Ohne hier 
auf die analytische Darstellung der Eegel einzugehen, geben wir nur 
eine Beschreibung ihrer Formen. 

Bei dem ersten speciellen confocalen Systeme (vgl. Fig. 1') fäUt 
der Focalhyperbelkegel Pb für jeden Punkt P ausserhalb der Focalaxe 
b in die Meridianebene des Punktes hinein und wird für einen Punkt 
auf der Focalaxe unbestimmt (ein Geradenbündel). Der Focalellipsen- 
kegel Pc, der Kegel über dem Focalkreis c, ist für jeden Punkt P 
ausserhalb der Aequatorebene ein eigentlicher Eegel 2. Ordnung, dessen 
drei Hauptaxen die zwei Axen des Punktes in dem confocalen Eegel- 
%chnittsysteme (3, %) der Meridianebene (vgl. Anm. 1, 8) und die Nor- 
male der letzteren sind; insbesondere ist er für einen Punkt der 
Focalaxe selbst ein Rotationskegel, dessen Rotationsaxe mit der Focal- 
axe zusammenfällt. Für einen Punkt P der Aequatorebene fällt er 
selbst in diese und bedeckt sie vollständig oder nur einen Winkelraum 
in ihr, jenachdem P innerhalb oder ausserhalb des Focalkreises liegt 
(wie vorhin in den Bemerkungen zu 12, P). Für einen Punkt des 
Focalkreises wird er ein Geradenbündel. 

Bei dem zweiten speciellen confocalen System (vgl. Fig. 1") fallen 
beide Focalkegel Pb und Pc eines Punktes P ausserhalb der Rota- 
tionsaxe in die Meridianebene des Punktes, indem jeder von ihnen zwei 
entgegengesetzte der vier Winkelräume doppelt überdeckt, in welche 
diese Ebene von den Geraden PCq und PCq getheilt wird. Die 
drei Hauptaxen beider Eegel sind die zwei Axen des Punktes in dem 
confocalen Eegelschnittsystem (9^) der Meridianebene (vgl. Anm. I, 8) 
und die Normale der letzteren. Für einen Punkt des inneren Focal- 
axenstückes c oder der äusseren Focalaxenstücke b wird der gleich- 
namige Focalkegel Pc oder Pb unbestimmt, wahrend der ungleich- 
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namige sich auf die Botationsaxe zusammenzieht. Für die Hauptbremi- 
punkte Cq; Cq werden beide Focalkegel unbestimmt. 

Bei dem dritten speciellen confocalen System (vgL Fig. 1'") 
schrumpft der Focalellipsenkegel eines Punktes P auf die Doppel- 
gerade PO zusammen und zerfällt der Focalhyperbelkegel in ein 
Ebenenpaar mit der Axe PO, Für einen Punkt P des Focalazen- 
paares h lost sich Phy für den Punkt auch Pc in ein Geraden- 
bündel auf. 



§ 12. Begriff und Darstellung der Focallinien. 

Eine gerade Linie^ welche sowohl den einen als auch den anderen 
der beiden Focalkegelschnitte eines Systems confocaler Ellipsoide und 
Hyperboloide (vgl. Fig. 1) schneidet, heisst eine Focallinie des Systems. 

Durch einen Punkt P <» A, ft, v^ der kein Focalpunkt ist 
(A<ft, (A<v), geht eine begrenzte Anzahl von FocaUinien, die 
Schnittlinien seiner beiden Focalkegel (34). Die Goordinaten |, i}, ^ 
eines Punktes einer solchen Schnittlinie, dessen absolute Entfernung 
von P mit 6 bezeichnet werde, genügen den drei Gleichungen: 

I* + ^' + e' = <f\ 

(y_i)(y_^)(y_^)[^ + ^ + ^)=0, 

(^-A)(^-^)(^-.)jpiij + p^ + ^)=0. 

Dies sind aber mit der Bezeichnungsänderung § 11 zu (12, P), der wir 
noch die Aenderung von (a — A) in 6^ hinzufügen, die Gleichungen 
der drei Coordinatenflächen (16"') in § 6 des dort betrachteten dritten 
speciellen elliptischen Goordinatensystems, welche durch den Punkt 
I, 17, 5 hindurchgehen. Die Auflosungen der drei Gleichungen nach 
I«, ri\ g« sind daher nach § 6, 17'": 

M_^« (P-^)(y-^) ^s_^a (P-ft)(y-ft) ^8_^2 (P-<^)(y-») 

Hier sind aber nach der Bedeutung von 6 die Quotienten | : (^, ^ • <^> 
g : (^ die Bichtungscosinus des von P nach dem Punkte |, 17, i ge- 
zogenen Strahles, so dass wir das Resultat so aussprechen können: 

L Die BicMwngscosinus j>, 9, r einer FocaUmie des Punktes A, /x, v, 
der kein Fomlptmkt ist, gegen seine Ascen |, 1}, l smd dwrdi, die GM- 
chungen bestimmt: 
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Da bei einem Punkte P = A^ fi, v ausserhalb der Ebenen der 
Pocalkegelschnitte die Werthe y und ß für A, f*, v nicht Yorkommen^ 
die Axen S, i?, 5 aber nach § 9, I; III, eventuell von der Pfeilspitze 
abgesehen^ vollständig bestimmt sind, so ergiebt sich aus (35) zuerst: 

n. Dwrch jeden PmM cmsserhalb der Ebenen der FocaJkegelschnitte 
gehen vier gelrennte FocdHinien, 

Für X = y oder f* = y wird ^ = oder g' = 0, so dass nach 
§ 9, 29, y die vier Focallinien, paarweise zusammenfallend, in die 
^^-Ebene zu liegen kommen. Nach ihrer Definition müssen sie dann 
durch die Scheitelpunkte Bq, Bq der Pocalhyperbel (vgl. Pig. 1), die 
einzigen in der rry- Ebene liegenden Punkte dieser, hindurchgehen. 
Entsprechend in der a:jef-Ebene. 

in. Durch jeden Punkt in der Ebene eines FocaXkegelschnitteSy der 
nicht selbst FocdlpunJct ist, gehen 0wei FocaUinien, die FoccHlinien des 
Bwnktes in dem confocalen Kegelscknittsysteme (9^0) oder (9, y) der be- 
treffenden Ebene (vgl. Anm. I, 10). 

Für einen Punkt der ^r-Axe fallen diese zwei Focallinien ihrerseits 
wieder in eine einzige zusammen. 

Unmittelbar aus der Definition der Focallinien folgt endlich: 

IV. Durch jeden Punkt eines Focdlkegelschnittes gehen einfach un- 
endlich viele FocaUinien, die Erzeugenden des Botationskegds (vgl. § 11, TV) 
von dem Punkte über dem anderen Foccdkegelschnitt. 

Auch diese sind die Schnittlinien der beiden Focalkegel des Punktes, 
wenn der eine, wie festgesetzt, als Geradenbündel aufgefasst wird. 

Die unendlich vielen FocaUinien eines Focalpunktes, etwa des 
Punktes P = A, /3, j3 bilden nach (34), wenn k=^y ist, den Kegel: 

(34") ,4^ + 5^' = 0. 

Für den Richtungscosinus jp = | : <J einer solchen Focallinie gegen die 
|-Axe ergiebt sich aber aus der Gleichung (34") und der Definitions- 
gleichung von 6^ (vgl. § 12, Anf.) durch Elimination von if + g^ die- 
selbe Formel, welche aus der ersten Formel (35) mit (i = v = ß ent- 
steht. Die letztere gilt also auch für den betrachteten Fall, während 
die beiden letzten Formeln (35) mit ^ = v = ß unbestimmt werden, 
in Uebereinstimmung mit dem TJnbestimmtwerden der Axen ri und J. 
In diesem Sinne gelten die Formeln (35) auch für einen Focalpunkt. 

Auch auf die speciellen confocalen Systeme wenden wir die De- 
finition der Focallinien an, indem wir die besondere in § 11 beschrie- 
bene Form der Focalkegel beachten. 

Bei dem ersten speciellen System (vgl. Fig. 1') sind die Focal- 
linien eines Punktes ausserhalb der Botationsaxe die Verbindungs- 
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linien des Punktes mit den beiden in seiner Meridianebene liegenden 
Punkten des Focfdkreises; es sind zugleich die FocaUinien, welche dem 
Punkte P in dem confocalen Eegelschnittsystem (9o) der Meridianebene 
zukommen. Zu ihrer analytischen Bestimmung kann daher auf die 
Ebene verwiesen werden (vgl. Anm. 1, 10; 11). Für einen Punkt P der 
Focalaxe b erfQllen die FocaUinien den geraden Ereiskegel von P über 
dem Focalkreis. 

Für das zweite specieUe System (vgl. Fig. 1") haben die beiden 
Focalkegel Pc und Pb eines Punktes ausserhalb der Botationsaxe nur 
die beiden Verbindungslinien des Punktes P mit den Hauptbrenn- 
punkten Gq und Cq gemein, welche wie vorhin zugleich die Focal- 
linien des Punktes P in dem confocalen Kegelschnittsystem (9^) seiner 
Meridianebene sind. Für einen Punkt der Botationsaxe existirt nur 
eine in die Axe selbst faUende FocaUinie, ausser für die Hauptbrenn- 
punkte, deren FocaUinien je ein Geradenbündel bilden. 

Für das dritte specieUe confocale System bleibt als FocaUinie eines 
Punktes P nur seine VerbindungsUnie mit dem Mittelpunkte übrig. 

§ 13. Die FooaUialbBtralilen eines Punktes. 

Die FocaUinien eines Punktes P stimmen nach (35) in den 
Quadraten ihrer Bichtungscosinus JP; 9, r gegen die Axen 1,1],^ 
überein. Ihre Unterscheidung beruht auf den Vorzeichen I, m, ti der 
drei Bichtungscosinus, die aber ihrerseits nicht blos eine durch P 
gehende FocaUinie, sondern einen von P ausgehenden Focalhalbstrahl 
(vgl. Anm. rV, 2; 3) charakterisiren. Wir nennen daher die Zusammen- 
steUung der drei Vorzeichen: (I, tn, n) die Charakteristik des FocalhaTh' 
Strahles im Pwikte P. Es soU also z. B. I = + oder — oder sein, 
je nachdem p positiv oder negativ oder nuU ist. Aus (35) folgt un- 
mittelbar: 

I. Die BiMu/ngscosinus eines FoccHhalbstrahles eines Pwnktes P= A, ft, v 
gegen die Axen |, iy, J; des letzteren sind: 

wo (t, m, n) die Charakteristik des FocalhalbstraMes im Ptmkte P ist. 
Zur Abkürzung soUen die den acht Charakteristiken entsprechenden 
Focalhalbstrahlen in folgender Weise benannt werden: 

.,,. i-/i = ( ) -A = (--+) 

^ ^ +rs = (+-+) +/* = (+--) 
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Je zwei entgegengesetzte Focalhalbstrahlen -|- fi und — fi bilden 
zusammen eine Focallinie /i (* = 1, 2, 3, 4). 

Zusammengekorig in Bemg <wf eine Halbduce des Axensystems 
P^fit teissen zwei Focalhalbstrahlen^ deren Winkel (vgl. Anm. IV, 2) 
Ton der Halbaxe halbirt wird. Folgende Paare sind in Bezug auf die 
positiven Halbaxen |, 17, 5 zusammengehörig (vgl. Fig. 5): 

■^' -f/iund+/-J 

—fi and +/i 
-\-f, und —f^ 

+ fi und — /j 




(38) 



i. B. a. ff, 



.+^ und —f^ 



L B. a. g, 



die je entgegengesetzten Paare 
•^-t-f^ in Bezug auf die negativen 
Halbaxen 1^ 17, ^ 

Zusammengehörig in Bezug 
auf eine Ebene des Axensystems 
P^rii heissen zwei Focalhalb- 
strahlen, von denen der eine 
das Spiegelbild des anderen in Bezug auf die Ebene ist. Folgende 
Paare sind in Bezug auf die drei Ebenen i}S, £;| und $17 zusammen- 
gehörig: 



Fig. 6. 



(39) 



±f, und +/-,] 
±fi und l^f^ 



i. B. a. 17 f , 



+ /8 und +/; 
+ A und + 



^'}i.B.a.5|, 



±/i und 4:/2 



+ /i und ±fj 



* i. B. a. I17, 



wo die unteren und oberen Vorzeichen bezüglich zusammengehören. 

Diese Anordnung der acht Focalhalbstrahlen gilt zunächst für 
einen Punkt P ausserhalb der Ebenen des Axensystems Oxyss. 

In einem Punkte P der yjS?- Ebene ist die Pfeilspitze der zu ihr 
senkrechten g-Axe (vgl. § 9, 29, a) und damit auch das dritte Symbol 
n in der Charakteristik eines Focalhalbstrahles zweideutig. Je nachdem 
der laufende Punkt P von der Seite der positiven oder negativen 
X'Axe in die y;8f-Ebene eintritt, ist die g-Axe mit der negativen oder 
positiven a?-Axe gleichgerichtet. Im ersteren Falle liegen daher bei 
Zugrundelegung der Bezeichnung (37) die Focalhalbstrahlen 

"1/17 1/37 fiy /4 

in dem Halbraum der negativen, 
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l f2> I /4? flf "^ h 

in dem Halbrauin der positiven x-Axe^ im letzteren Falle umgekehrt. 
Beim Durchgang des Punktes P durch die yg-^hene springt die eine 
Bezeichnung der acht Focalhalbstrahlen in die andere derart über, dass 
je zwei in Bezug auf die yz =^ Iij-Ebene zusammengehörige Focalhalb- 
strahlen (vgl. (39)) ihre Bezeichnung vertauschen. 

Beim Eintritt dagegen des laufenden Punktes P in die xy- oder 
a;j3^- Ebene fallen nach (36) jedesmal zwei solche Focalhalbstrahlen zu- 
sammen, welche in Bezug auf die zu gleicher Zeit in die xy- oder 
xe-^hene hineinfallende Ebene des Axensystems P^ijg zusammen- 
gehörig sind. Wir bringen dies in der Charakteristik dadurch zum 
Ausdruck, dass wir das vor dem Zusammenfall unterscheidende Symbol 
durch ersetzen, so dass die in den einzelnen Gebieten 

der genannten Ebenen verbleibenden Focalhalbstrahlen folgende Cha- 
rakteristiken erhalten: 



(40) 



._ l+fl /4=(0++), 

^ l-/i= + /i=(o — ), 



^ ^''^^-/i = -/-s=(-0-), -/, = -/;=(-0+), 



V=^ß 



i+fi = + f»=(.+ + 0), +^, = + /;=(+-o), 



Wenn hier z. B. für f* = y: + /i = + /s = (+ +) gesetzt ist, so 
bedeutet dies, dass der in der |g = a;j^ -Ebene liegende Focalhalbstrahl 
-]- /*j ss= -|- ^g mit jeder der beiden positiven Bxilbaxen | und g einen 
spitzen Winkel bildet (2> > 0, r > 0) . Der Focalhalbstrahl -|- /"^ = + /^^ 
fällt aber nach § 12, III in eine der Focallinien des Punktes P ia dem 
System confocaler Kegelschnitte (9, z) und die Axen | und g nach 
§ 9, IV in die Axen |, i^ des Punktes in demselben System (vgl. Anm. 
I, 8). Daher hat der Focalhalbstrahl + /j = -|- /"j als Focalhalbstrahl 
im System (9, 0) die Charakteristik (+ +) (vgl. Anm. I, 11). Auf 
gleiche Weise folgt allgemein: 

n. Wird das Symbol in der Chm-akteristik eines Focdlhätbstrahies 
eines Punktes der 1, oder 2. Hauptebene im confocalen Flächensystem (9) 
weggdassenj so geht die Gha/rakteristik in diejenige über, welche der Focal- 
haJbstrahl in dem confocalen KegdschniMsystem (9,^) oder (9,y) dieser 
Ebene hat. 

Was endlich die unendlich vielen Focalhalbstrahlen eines Punktes 
P auf einem Focalkegelschnitt angeht, welche nach § 12, IV einen 
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Rotationskegel bilden^ so ordnen sie sich in zwei Beihen^ jenachdem 
sie dem einen oder anderen Mantel des Rotationskegels angehören. In 
der Charakteristik werden zwei Symbole unbestimmt^ so dass wir sie 
mit (• • n) für einen Punkt P der Focalellipse, mit (t • •) für einen 
Punkt der Focalhyperbel bezeichnen können. Ein Focalhalbstrahl 
(• • +) bildet mit der positiven f-Axe (vgl. § 9, 29, y, y) einen spitzen, 
ein Focalhalbstrahl ( ) einen stumpfen Winkel 

§ 14. Das FooaUinienelement und die Aendening seiner Charakteristik 

längs einer Fooallinie. 

Die Charakteristik (I, m, n) eines Focalhalbstrahles im Punkte 
P = Xy y, z = Xy iif V ist ihrer Definition nach (vgl § 13) zugleich 
diejenige seines Anfangselementes, d. h. des Linienelementes 

X, y^ jgr, dXy dy, dz = A, ft, v, dX, dfi, dv, 

welches mit dem Focalhalbstrahl gleichen Anfangspunkt und gleiche 
Bichtungscosinus hat. Die Bichtungscosinus eines solchen Elementes 
gegen die Axen S, i/, S können daher einerseits durch (36), anderer- 
seits durch (31) dargestellt werden, womit sich der Satz ergiebt: 

I. Zwischen den elUptischen Coordinaten A, ft, i/, dX^ dfi^ dv und 
der absoluten Länge ds eines FocaUiniendementes von der CharakterisUk 
(I, m, n) bestehen die Gleichungen: 

IdX 
(41) ■ '" 



^V (^-x){v — i)' ds "'r (i^—ft)(A — ft)' 



ndv _ i /(P — y)(y--y) 

Die Formeln bestimmen bei gegebenem Anfangspunkt X, ft, v und 
gegebener Charakteristik (I, m, n) eindeutig die Verhältnisse der drei 
Coordinaten dXj d(iy dv zur absoluten Länge ds^ solange A, fi, v ausser- 
halb der Coordinatenebenen liegt, bestimmen aber auch, wenn A, fi, v 
in eine Hauptebene fällt, ohne Focalpunkt zu werden, die Grenzwerthe 
der Producte IdX, mdfiy ndv, und zwar eindeutig für die Hauptebenen 
der Focalkegelschnitte, zweideutig für die y^ef-Ebene. Fällt nämlich 
der Punkt A, fi, v etwa in das Gebiet A = y der a?y-Ebene, so giebt 
die erste Formel (41) IdX =■ 0, was nach § 9 vor V die Bedeutung: 
+ rfje? == hat. Das Linienelement fällt gleichzeitig mit seinem An- 
fangspunkt A, ft, V selbst in die a;y-Ebene und in seiner Charakteristik 
wird 1 = 0, übereinstimmend mit (40). Fällt dagegen der Punkt 
A, ft, 1/ in die j^jgf- Ebene mit v = a, so giebt die dritte Formel (41) 
für das Product wdv, welches nach § 9 vor V die Bedeutung + ^^ 
hat, ebenfalls einen von verschiedenen zweideutigen Werth, da 
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das Symbol tt nach § 13 in der yjef-Ebene + 1 ist. Das Linienelement 
fällt also nicht wie sein Anfangspunkt in die ^ier -Ebene, und in 
seiner Charakteristik bleibt das Symbol n zweideutig. Für einen 
Focalpunkt A, ft, v werden jedesmal in zweien von den Formeln (41) 
beide Seiten unbestimmt und behält nur eine Formel ihre Bedeutung, 
unter Benutzung der Werthe (28) von Z, m^ n nehmen die For- 
meln (41) für Punkte A, f*, v ausserhalb der Hauptebenen, da die 
Producte Idk, mcJft, ndv positw sind, die Form an: 

iß — y) (y — v) ^yiT^ 
Werden diese Gleichungen beziehungsweise mit den Factoren: 
{li-v)(ß-k)(y-ll (v-X)(ß-ii)(Y-iil (X-ii)(ß-v)(y-v), 

deren Summe = — (^ — v)(y — A) (A — (i) ist, multiplicirt und ad- 
dirt, so folgt: 

(42) ds = H + 



2|/a — X 2)/«— I» 2}/«— y 

n. Die absolute Länge ds eines Foccdlinienelementes mit den elUp- 
tischen Coordinaten A, ft, i/, dX, d(i, dv und der Charakteristik (I, m, n) 
hat den Werth (42). 

Die Formel gilt auch, wenn der Anfangspunkt A, fi, v des 
Focallinienelementes imd damit, wie bemerkt, das Element selbst in 
die Ebene eines Focalkegelschnittes fallt. Denn sie reducirt sich bei- 
spielsweise mit A = y, womit zugleich <ZA = 0, bezüglich 1 = 

wird, auf 

j mda , ndv 

ds = — ^ + 



2 }/a — ^ 2 y« — y 

Die Richtigkeit dieser Formel folgt aber nach § 8, 11 und § 13, 11 
aus der Theorie der elliptischen Coordinaten A*, ft* der rry-Ebene (vgl. 
Anm. I, 12). 

Dagegen werden f ür v == a das dritte und für A = ft = y oder 
fi ssB i; = |3 je zwei Glieder der Formel (42) unbestimmt. 

Eine nicht in der Ebene eines Focalkegelschnittes gelegene Focal- 
Unie schneidet jeden der beiden Focalkegelschnitte h und c in einem 
Punkte JB und C, zugleich ihrem Schnittpunkte mit der Ebene y = 
und ;sr = 0. Da J? niemals in der y;gr- Ebene und C niemals in der 
unendlich fernen Ebene liegt (vgl. Fig. 1), kann die Focallinie in keiner 
dieser Ebenen enthalten sein und schneidet daher jene iu einem Punkte Ay 
diese in einem Punkte D. 

Staude, Focaleigeniohaften der Flächen 2. Ordnung. 4 



(43) 
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Nach § 10, n — IV ist längs der beiden Abschnitte von D nach C 
der im Unendlichen geschlossen gedachten Focallinie bestandig dX > 0, 
längs der beiden Abschnitte ron C nach JB äfi > und längs der 
beiden Abschnitte von B nach A dv>0. Innerhalb eines der vier 
Abschnitte, in welche die Focallinie durch die vier Punkte Ä^ By C, D 
getheilt wird, haben somit alle ihre Elemente bei übereinstimmender 
Richtung auch dieselbe Charakteristik, die nur durch Umkehr der Rich- 
tung in die entgegengesetzte verwandelt wird. In diesem Sinne gelten 
für jeden solchen Abschnitt zwei bestimmte entgegengesetzte Charak- 
teristiken. Um diese wirklich anzugeben, müssen wir drei Typen von 
FocaUinien unterscheiden, jenachdem der Punkt Ä zwischen den stets 
getrennten Punkten B und C oder ausserhalb dieser auf Seite von B 
oder auf Seite von C liegt. Für diese drei Typen gelten dann die in der 
folgenden schematischen Darstellung angegebenen Charakteristiken längs 
der einzelnen Abschnitte, jede in der durch den beigesetzten Pfeil be- 
zeichneten Richtung: 

(D +++ Ä ++- B +-- ♦- G -++ 2> 

• — < »•-_ • — ^ ►_„ . — 4 p. — • — ^ p- — • 

— 4. -+_ + — 

D -f-f- B +-+ Ä + — C -+- D 

• — ■< > - - • — ^ ► — • — •< ► — • — < * — • 

— + -+- -++ +-+ 

D ++- B +- + -+•+ Ä -+- D 

--f -+- H +-+ 

Wird also die Focallinie in einer bestimmten Richtung durchlaufen, so 
ändern sich in der Charakteristik (I, m, It) des ebenso gerichteten Ele- 
mentes in C die Vorzeichen I und m, in JB m und u, in A nur n, 
während in C selbst I und tn, in .B m und n unbestimmt, in A aber 
n zweideutig (+) ist. 

Beim Zusammenfall der Punkte A und G oder A und D oder B 
und D scheidet nun der betreffende Abschnitt aus dem Schema (43) 
aus. Die Punkte A und J?, B und (7, G und D können niemals zu- 
sammen fallen. 

Für die in der xy- und rcjgf-Ebene verlaufenden FocaUinien gilt 
das Schema (43) deshalb nicht mehr, weil sie zwei Punkte G oder 
zwei Punkte B enthalten, ihre Schnittpunkte mit dem Focalkegelschnitt 
der betreffenden Ebene. Eine Focallinie der ^j^-Ebene ist aber nach 
§ 12, in zugleich Focallinie in dem confocalen Eegelschnittsystem (9,j?) 
mit den Brennpunkten Bq, Bq und hat daher in diesem (vgl. Anm. 1, 13) 
die Charakteristiken: 

— ^ — f- ^ — 

wobei B entweder Bq oder B^^' bedeutet. 
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Ihre Schnittpunkte mit der Focalellipse Cy welche eine eigentliche 
Ellipse des Systems (^^z) ist, liegen nach Anm. I; 9, 1 durch die 
Punkte B und D getrennt. Haben sie nun gegen A etwa die in (43') 
vorausgesetzte Lage^ so ergeben sich aus (43^) die Charakteristiken der 
einzelnen Abschnitte im Räume: 

rA<>'\I) +0+ A +0- G o-f- B 0-+ c -0+ B 
\f±o ) • ~< >•- • -< >- • -< ►- • -< >•- •-< ►- • 

__o— — 0-f — h OH — +0— 

da im Abschnitte CBC nach (40) 1 = imd im Abschnitte CBG 
Ut = ist (vgl. § 13, ü). In den Punkten C geht also nur das Vor- 
zeichen des Differentials dl* von dk auf d^i oder von d^i auf dX über. 
Analog verh'ält sich eine Focallinie der a?jef-Ebene, auf welcher zwei 
Schnittpunkte B mit der Focalhyperbel h nach Anm. I, 9, 1 durch die 
Punkte C {Gq oder Co') und A getrennt sind. 

§ 15. Die Schnittpunkte der Focallinien eines Punktes mit den 

Fooalkegelschnitten. 

Die Schnittpunkte einer Focallinie /»• (vgl. § 13) eines Punktes P, 
der in keiner der Ebenen rr = 0, y = 0, = noch auch in der un- 
endlich fernen Ebene liegt, mit den vier genannten Ebenen seien Aij 
B,, C,, D, {i = 1, 2, 3, 4). 

Die Charakteristiken der Focalhalbstrahlen + /*» im Punkte P: 

+/i=(+++), +/,=(++-), +^=(+-+), +/*=(+ — ) 

sind (vgl. §14; Anf.) zugleich die Charakteristiken der Anfangselemente 
der Focalhalbstrahlen. Das Anfangselement von -|- f^ hat somit die 
Charakteristik (-| — f- +). Da diese aber nur auf dem ersten Ab- 
schnitte des ersten Typus (43) in der Richtung von B nach A vor- 
kommt; muss die Focallinie f^ des Punktes P von jenem ersten T5rpus 
sein, P selbst aber im Abschnitt Di -4t liegen und der Focalhalbstrahl 
+ f^ von P an zuerst A^^ dann P^, dann G^ erreichen. Dieses Resul- 
tat bezeichnen wir kurz durch die Formel: f^ = PA^B^G^y indem wir 
damit die Reihenfolge der vier Punkte P, A^^B^y G^ auf der Focallinie 
fi in der mit dem positiven Focalhalbstrahl 4" ft übereinstimmenden 
Richtung angeben. Bei den anderen Focallinien fi ergeben sich mit 
Hinblick auf die Tabelle (43) je mehrere Möglichkeiten für den Typus 
der Focallinie fi und die Lage des Anfangselementes des Focalhalb- 
Strahles + /i in einem gewissen Abschnitt derselben und zwar in der 
bei fi eingeführten Schreibweise zusammengefasst: 

Die Beihenfölge der Punkte P, Ai, Biy Gi auf den vier JEoccür 
linien fi eines Punktes P ausserhalb der Hauptebenen, in der BicMung 
des positken FoccdhalbstraJdes 4~ fi angegeben, ist die folgende: 
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f^ = A^PB^C^ oder PB^Ä^C^ oder PB^C^Ä^, 

(44) \f^ = A^BsPG^ oder B^PÄ^C^ oder PC^A^B^ oder B^PG^A^ 

oder PA^C^B^y 

\f^ = PC^B^A^ oder B^A^PC^ oder A^PC^B^. 

Trotz der yerschiedenen Möglichkeiten lassen sich aus dieser Tabelle 
die für die weitere Entwicklung nothwendigen Schlüsse ziehen. Zu- 
nächst folgen in allen Fallen (44) die Punkte d dem Punkte P 
nach^ d. h. 

I. Die vier positiven FoccdhalbstraJilen -{- fi des Punktes P treffen 
stets die FoccdeUipse c. 

Femer stehen B^ vor C^ und B^ vor Cg, dagegen JSj, B^ ent- 
weder nach G,, CJi oder, wenn vor Cg, C^y dann auch vor P, d. h. 

n. IHe beiden Foccdhalbstrahlen + /i und + f^ treffen zuerst die 
Foccdhyperbd b, dann die FocaleUipse c; die beiden FoccdhcäbstraMen 
+ /8 wwrf +/*4 Neffen zuerst die FoccdeUipse c, die FocdOvyperbd erst 
nachher oder überhaupt nicht. 

In der Folge sollen zwei Punkte oder Curvenzüge gleichseitig oder 
ungleichseitig heissen, jenachdem sie auf gleicher oder ungleichen Seiten 
der yj?-Ebene liegen. Da nun nach (44) zwischen P und B^ der 
Punkt A^y zwischen P und B^ niemals der Punkt A^ liegt, so folgt: 

in. Von den beiden zuerst die FocaUvyperbd treffenden FocalhdCb' 
strahlen + /i und + f% trifft + /i den mit P ungleichseitigen, + f^ den 
mit P gleichseitigen Zweig der Focalhyperbd. 

Und weiter aus dem Anblick der Formeln (44): 

lY. Von den beiden zuerst die FoccdeUipse treffenden Focalhalb- 

strählen + fs wwrf + /k ^ff^ + /k ^^^ ^^ ^*^ ^ gleichseitige, + f^ aber 
entweder die gleichseitige oder die ungleichseitige Hälfte der FoccdeUipse. 
Femer trifft entweder + f^ den mit P ungleichseitigen oder — f^ den 
gleichseitigen und entweder + /l <^ gleichseitigen oder — /]^ den ungleich- 
seitigen Zweig der Focalhyperbd, 

Liegen jetzt für einen Punkt P die vier Focallinien, sei es an 
einem raumlichen Modell (vgl. § 23), sei es in einer Zeichnung (vgl. 
Fig. 6) construirt vor (vgl Anm. VI, 1), so ermöglichen die vor- 
stehenden Sätze die Benennung (37) der Focalhalbstrahlen zu be- 
stimmen, welche ursprünglich an die analytische Darstellung (36) an- 
geknüpft wurde. Denn aus Satz I geht hervor, welches die positiven 
Focalhalbstrahlen + /i sind; aus 11 die Trennung der Paare + f^y 
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-f-/^ und +/3, +/4 voneinander; aus HI die Unterscheidung von 
4- /i und + A 5 eiidlich aus IV die Unterscheidung von + /g und + f^ 
(vgl. Fig. 6). 



?C 
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Alle diese Betrachtungen beziehen sich zunächst auf einen Punkt P 
ausserhalb der Hauptebenen. 

Tritt der Punkt P in die y^sf -Ebene ein, so fallen in (44) die Mög- 
lichkeiten aus, wo die Punkte P und Ai durch einen der Punkte J?» 
oder d getrennt sind, und bleibt mit Ai= P nur übrig: 

C44 a) {^^^^ ^^^ ^*' ^* "^ ^^^ ^^' 

'^ [ /i = BgPCg oder PGjBg, f^ ^ B^PC^ odei PG^B^, 

In der That sind jetzt nach § 13 die Halbstrahlen 4~ /i ^uid -j- f^ 
die Spiegelbilder von + f^ und + /'4 in Bezug auf die yis-'Ehene und 
vertauschen beim . Durchgang des Punktes P durch die Ebene diese 
und jene ihre Bezeichnung miteinander. 

Wenn der Punkt P in eine der beiden Ebenen der Focalkegel- 
schnitte zu liegen kommt, gehen die vier Focallinien paarweise zu- 
sammenfallend in die beiden Focallinien des betreffenden confocalen 
Eegelschnittsystems über, sodass über ihre Lage selbst nichts zu sagen 
bleibt. Es kommt nur darauf an, ihre Punkte A, B, C als Grenzlagen 
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der im Allgemeinen der Tabelle (44) entsprechenden Punkte ÄyB,G 
zvi kennzeichnen. 

V. Wir benennen mit Bq und C^ die mit P gleichseitigen, mit B^ 
und Cq die mit P ungleichseitigen Haup&reniymiJcte. 

Wir können dann, 
^^ ' wie schon für Fig. 6, 

auch für die weiteren 
Darstellungen ohne Be- 
schränkung P rechts 
von der yj? -Ebene an- 
nehmen. 

Tritt nun P = A, ft, v 
in die a;y-Ebene ein, 
so fallen nach § 13 ^ 40 
seine acht Focalhalb- 
strahlen paarweise in 
die vier Focalhalbstrah- 
len hinein; welche der 
Punkt P in dem con- 
focalen Eegelschnitt- 
system (9,0) der xy- 
Ebene besitzt. Was im 
Besonderen die vier po- 
sitiven Focalhalbstrah- 
len angeht, so laufen für 
A = y (nach § 13, 40 
und Anm. I, 14): +/*i 
von P nach P^', +^j 
von P nach B^, -^ f^ 
und + /j von P nach 
den mit -f- /"^ und 
+ f^ entgegengesetzten 
Richtungen (vgl. Fig. 
6, A = y), far f* = y: 
+ /i und + /•, nach B^ 
und + /i uiid + f^ nach B^ (vg. Fig. 6, ft «= y). Für A = y treffen 
die vereinigten FocaUinien + /i = + A o^®^ i ^a = + /s ^^ Focal- 
hyperbel nur in einem Punkte Bq oder P^, die Focalellipse aber in 
zwei Punkten, einem jenseitigen d. h. durch Bq oder B^ von P ge- 
trennten (vgl. § 14, 43') und einem diesseitigen d. h. mit P auf gleicher 
Seite von B^' oder B^ gelegenen. Während daher, beim üebergang 
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von einem ausserhalb der xy-lEhene liegenden Nachbarpunkte zu dem 
betrachteten Punkte P dieser Ebene; ^^q' die gemeinsame Grenzlage 




--t^Ä 



der Schnittpunkte B^ (vgl. § 15, UI) und .B4 der beiden eben noch 
getrennten Focallinien f\ und f^ mit der Focalhyperbel ist, so sind die 
beiden Schnittpunkte der vereinigten Focallinie + /i '^ + A ^^* der 
Focalellipse (vgl. Fig. 
6, A == y) die Grenz- 
lagen der Schnittpunkte 
Ci und C4 der eben 
noch getrennten Focal- 
linien fi und f^ (vgl. 
Fig. 6) mit dieser; und 
zwar der jenseitige 
Schnittpunkt die Grenz- 
lage von Ci, der dies- 
seitige von C^y da nach 
§ 15, n zwischen P und 
Ci stets der Punkt P^, 
zwischen C und C^^ nie- 
mals der Punkt B^ liegt. 
Ebenso ist auf 

(vgl. Fig. 6, A = y)Po die Grenzlage von Pj und P3, femer der dies- 
seitige Schnittpunkt mit der Focalellipse die Grenzlage von Cj, der 
jenseitige von Cg. Dementsprechend sind in Fig. 6, A = y die Punkte 




Fig. 6,v^fi. 
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B und C mit den Indices 1^ 2^ 3, 4 derart bezeichnet ^ wie sie als Grenz- 
lagen der gleichbezeidinetenPunkte in Fig. 6 hervorgehen; ebenso beziehen 
sich die drei folgenden Figuren auf die Falle ft = y, ^==/S, v = /S. 

Indem in diesem Sinne je zwei zusammengefallene Focallinien noch 
immer als getrennt aufgefasst werden, bleiben die Sätze I — IV, bezüg- 
lich die Formeln (44) aiich für Punkte der beiden ersten H(mptä)enenf 
Torausgesetzt dass es keine Focalpunkte sind, bestehen. 
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Auch bei den specialen confoccden Systemen, deren Focalkegel- 
schnitte in Fig. 1', 1", 1'" dargestellt wurden, sind die Focallinien als 

solche (vgl. §12) ohne 
weiteres gegeben und 
handelt es sich nur 
um den Grenzüber- 
gang von dem all- 
«*S'C gemeinen Falle der 
^9^f^r^2 Fiff. 6 aus. 




Bei dem ersten 
specieUen System be- 
zeichnen wir die bei- 
den Schnittpunkte 
der Meridianebene 
des Punktes P mit 
dem Focalkreise c 
(vgl. Fig. 6') mit 
Cq und Cq', und zwar den in Bezug cmf die Focalaxe b diesseitigen mit 
Co, den jenseitigen mit Cq'. Von den hierdurch bestimmten Focal- 
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linien FC^ und PC^ schneidet jene die Focalaze h zwischen P und 
Co% diese ausserhalb der Strecke PG^. Nach § 15^ L 11 ist daher der 
Halbstrahl PC^ aus + f^ und + f^y der Halbstrahl PC^ aus +/, und 
-f- f^ des allgemeinen Falles (vgl. Fig. 6) hervorgegangen. Ersichtlich 
ist Fig. 6^ als ein Specialfall von Fig. 6, i/ «= /3 zu betrachten. 

Bei dem »weiten specießen System sei Bq »» C^ der in Bezug auf 
die y je; -Ebene mit P gleichseitige und B^' =» Cq der mit P ungleich- 
seitige Hauptbrennpunkt (vgl. Fig. 6"). Von den alsdann nach § 15,1 
bestimmten positiven Focalhalbstrahlen PCq und PCq schneidet jener 
den ungleichseitigen, dieser den gleichseitigen Zweig der in die 
äusseren Focalaxenstücke ausgearteten Focalhyperbel b. Nach § 15, EI 

imd IV ist daher PCq aus +/i ^^^ +/8> ^^o *^s +^2 ^^^ +/* 
des allgemeinen Falles (vgl. Fig. 6) hervorgegangen. Ersichtlich ist 
Fig. 6" ein Specialfall von Fig. 6, f* = y und Fig. 6, /* = /J. 

Bei dem dritten specieMen System, wo sich die Focalellipse auf den 
Mittelpunkt zusammengezogen hat, Mlen alle vier positiven Focalhalb- 
strahlen -j- fi des allgemeinen Falles in dem Halbstrahl PO zusammen. 



Viertes Capitel. 
Die Theorie der gebrochenen Focaldistanzen. 

§ 16. Grebroohene Entfernungen und GleiohgewiohtsdistanBen 

über eine Curve. 

Eine Curve c im Räume sei durch die Gleichungen: 

x = q>(t), y = *(0, ^ = z(0 

mit dem Parameter t dargestellt 
und zwei feste Punkte P^ und 
Pj seien durch ihre Coordi- 
naten x^, y^, 0^ und x^, y,, g^ 
gegeben (vgl. Fig. 7). Wer- 
den Pi und P2 mit einem 
beliebigen Punkte P =^ x^y^z 
der Curve fferadliniff verbimden, 
so soU L gebrlene Linie 

Flff 7 

P1PP2 eine g^ochene Ent- 

fermmg der Pmücte P^ und P% über die Curve und P ihr Gleitpunkt 

heissen. Durch Verschiebung des Gleitpunktes längs der Curve er- 
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geben sich andere und andere gebrochene Entfernungen der beiden Punkte. 
Wenn nun die Halbirungslinie der beiden von P nach P^ und P, lau- 
fenden Halbstrahlen (vgl. Anm.iy;4) auf der Tangente T der Gurve im 
Punkte P senkrecht steht oder^ um den Fall unbestimmter Halbirungs- 
linie einzuschliesseU; der Winkel beider Halbstrahlen ein gestreckter 
ist; soll die gebrochene Entfernung P1PP2 als eine Gleichgeunckts- 
distcmz der Punkte P^ und Pj über die Curve bezeichnet werden. Um 

diese Benennung zu motiyiren, denken wir uns 
(vgl. Fig. 8) die im Baume feste Gurve c von 
dünnem; glattem Draht gebildet und ihren lau- 
fenden Punkt P durch einen kleinen Ring vor- 
gestellt ^ der auf sie aufgesteckt und auf ihr 
ohne Reibung verschiebbar ist. Ein unausdehn- 
barer , vollkommen biegsamer Faden werde nun 
mit dem einen Ende in dem festen Punkte P^ 
befestigt; dann durch den Ring P, weiter durch 
einen zweiten an der Stelle P^ befestigten Ring 
Flg. 8. frei gleitend hindurchgefOhrt und schliesslich an 

dem freien Ende durch eine Kraft 22 von be- 
liebiger Richtung und örosse^ etwa ein Gewicht gespannt. Das ent- 
stehende Fadenpolygon ist daim und nur dann im Gleichgewicht; wenn 
die gebrochene Linie P^^PP^ eine öleichgewichtsdistanz im Sinne der 
obigen Definition ist. Da nämlich der Faden durch die beiden Ringe 
P und P, frei gleiten soU, so ist die Spannung längs des ganzen 
Fadens dieselbe und gleich B*), Daher wirkt der gespannte Faden auf 
den Ring P mit zwei gleichgrossen Spannungen in der Richtung der 
von P fortlaufenden Fadenstücke PP^^ und PP^- Die Resultante 
beider Spannungen fallt in den Halbstrahl; welcher den Winkel der 
Halbstrahlen PP^ und PPjj halbirt. Da der Ring P aber auf der 
Gurve c beweglich ist; ist zum Gleichgev^chte nothwendig und hin- 
reichend; dass die Resultante in die Normalebene der Gurve föllt. In 
dem besonderen Falle; wo der genannte Winkel sr ist; verschwindet 
die Resultante und findet aus diesem örunde Gleichgewicht statt. 

Um die analytische Bedingungsgleicku/ng der öleichgewichtsdistanz 
P^PP^ herzustellen; bezeichnen wir mit s^ und s^ die absoluten 
Längen der Strecken PP^ und PP^ und mit o den Winkel zwischen 
den Halbstrahlen PP^ und PP^» Die Richtungscosinus der Halbirungs- 
linie des Winkels o sind, wenn (o^% ist (vgl. Anm. IV; 4): 

*) Vgl. Poisson Trait^ de mäcanique, 2i*m» äd. (Paris 1883), t. I, S. 560; 
Lagrange, M^canique analytique, i^^me ^d. (Paris 1888), 1. 1, S. 134; Schell, 
Theorie der Bewegung und der Kräfte, Bd. II (Leipzig 1880), S. 85, § 11. 
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und die der positiven Tangente der Curve (vgl. Anm. IV, 6 mit den 
dort angegebenen Yoraussetznngen): 



x' 



wo mit dem Accente die Differentiation nach t bezeiclinet wird. Dann 
und nur dann, wenn die Gleichung: 

(^ + ^)z+(^ + ^)?:+(^ + ^)7-0 

besteht, ist demnach entweder die Halbirungslinie zur Tangente senk- 
recht oder, indem die drei Klammerausdrücke verschwinden, a> = sr. 

Bedeuten o^ imd cö^ die Winkel der Halbstrahlen PP^ und PP^ 
gegen die positive Tangente T, so kann die gefundene Bedingungs- 
gleichung auch in der Form: 

coso^ + cos dg = 
oder (vgl. Anm. IV, 2) in der Form: 

(öl + Og = Ä 

dargestellt werden. Sie lautet daher in V^Torten: Die gebrochene Ent- 
fernung P^PP^ der Punkte P^ und P^ über die Curve c ist eine 
Oleichgewichtsdistanz , wenn der eine der beiden Halbstrahlen PP^ 
und PP^ gegen die positive Tangente der Curve c im Gleitpunkte P 
denselben Winkel bildet, wie der andere gegen die negative. Dieser 
Satz ist gleichbedeutend mit dem folgenden: 

L Die gebrochene Entfernung P^PP^ der Putzte P^ vmd P^ vher 
die Curve c ist eine QleichgewicMsdistcmis, wenn die beiden JBJalbstraJden 
PP^ u/nd PP2 verschiedenen Mäntehi des SotatumsJcegds cmgehSren, der 
den Gleitpmikt als Spitze, die Tangente der Curve in ihm als Axe hat 
uml durch den einen Halbstrahl bestimmt ist; wnd umgekehrt. 

IL Die äussersten Grenisform^n des BotationskegelSf die Tangente 
einerseits und die Normalebene andererseits, sind dabei inbegriffen. 

In der Normalebene fallen bei der zweiten Grenzform beide Mäntel 
des Rotationskegels zusammen, sodass wenn der eine Halbstrahl in 
dieser liegt, nur gefordert wird, dass auch der andere in ihr liegt, 
wobei im Besonderen auch beide Halbstrahlen zusammenfallen konneu. 
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Die Länge der gebrochenen Entfernung P^PP^ der Punkte P^ 
und Pg über die Curve c: 

ist eine Function des laufenden Punktes P der Gurre und daher ihres 

Parameters t Bei Benutzung der Ausdrücke von s^ und s^ durch die 

Coordinaten der Punkte Pi,P und Pg (vgL Anm.IV,5) zeigt sich, dass 

die vorhin aufgestellte Bedingungsgleichung der &leichgewichtsdistanz 

mit der Bedingung: 

8\t) = 

gleichbedeutend ist. Da sie entweder für einzelne Werthe von t oder 
identisch in t erfüllt sein kann, ergeben sich die beiden Sätze: 

in. Die Länge der gebrochenen Entfemvmg P^PP^ der Pmüde Pj 
und Pg über die Curve kann nur dann ein Maodmum oder Minimum 
sein, wenn P^PP^ eine Gleichgewichtsdistanz ist 

TV. Die Länge der gebrochenen Entfernung P^PP^ der Punkte P^ 
und Pj über die Curve ist constant, wenn PiPP^ für alle Lagen des Gleit- 
punktes P eine Gleichgewichtsdistanis ist und umgekehrt, 

§ 17. GleiohgewiolitscLiBtanzen und kürseste Entfemiuigen über 

die FocalhyperbeL 

Auf örund der in § 16 entwickelten allgemeinen Sätze über Gleich- 
gewichtsdistanzen sollen nunmehr die Gleichgewichtsdistanzen zweier 
Punkte, von denen wenigstens der eine ein Focalpunkt ist, über den 
mit ihm ungleichnamigen Focalkegelschnitt untersucht werden*), zu- 
erst über die FocalhyperbeL 

Es sei ein beliebiger Punkt P und ein Punkt C^ der Focalellipse 
gegeben und sei die gebrochene Entfernung PBC^ mit dem Gleit- 
punkte B eine Gleichgewichtsdistanz der Punkte P und C^ über die 
Focalhyperbel b. Da dann der Halbstrahl BC^ dem Rotationskegel JBc 
angehört, der vom Punkte B über der Focalellipse c errichtet ist (vgl. 
§ 11; lY); so gilt dasselbe nach § 16, 1 auch von dem Halbstrahle BP 
und muss die unbegrenzte Gerade BP die Focalellipse schneiden, also 
eine FocaUinie des Punktes P sein. 



*) Die in Anm. IV, 6 geforderten Voraussetzungen sind, bei Benutzung etwa 
der folgenden Parameterdarstellung der Focalellipse und Focalhyperbel: 



X 



y/a — y • cos*, y ==}/§ — y • sint, xf == 

c'+€— * ^ /3== e*—e—t 



Ä^l/a-jJ— :n ,y«0, z^Yfi^y. 

für alle Punkte P der Focalellipse und alle endlichen Punkte der Focalhyperbel 
erfallt. 
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Ist daher der Pmikt P Icein Focatpunkt^ sodass er vier getrennte 
oder nicht getrennte FocaUinien /i hat (vgl. § 12, ü, HI), so ist B 
einer der vier Punkte Bi (vgl. § 15), in denen diese die Focalhyperbel b 
treffen. Es können also keine anderen als die vier gebrochenen Ent- 
fernungen PBiC^ der PunkteP und C^ über die Focalhyperbel b Gleich- 
gewichtsdistanzen sein. 

Damit sie es wirklich sind, ist nach § 16, I erforderlich, dass die 
Halbstrahlen P«P und BiC^ verschiedenen Mänteln des Botationskegels 
BiC angehören, also, da der letztere die Focalellipse in C^ trifft, der 
erstere, von Bi über P bis in's Unendliche verfolgt, der Focalellipse nicht 
begegnet. Dass diese Bedingung für P^P und B^P erfüllt, für PjP 
und P4P nicht erfüllt ist, zeigen die in der Richtung von Bi nach P 
gelesenen Formeln (44) unmittelbar. Zudem liegt nach § 15, m B^ auf 
dem mit P ungleichseitigen Zweig der Focalhyperbel, B^ auf dem mit 
P gleichseitigen. Es folgt daher: 

L Zivischm einem beliebigen 
Punkte P, der kein FocaJptmkt ist, 
tmd einem Pmikte C^ der FocaMlipse 
€ giebt es zwei Gleichgewicktsdistanzen 
über die FocdOvj/perbd b, tmd zwar 
eine, PB^ 0^, über ihren mit P mir 
gleichseitigen und eine, PB^C^, über 
ihren mit P gleichseitigen Zweig 
(Tgl. Fig. 9), 

n. Die Gleitpunkte B^ und B^ 
sind die Schnittpu/nkte derjenigen der 
vier FocdlhaJbstrahlen + /i (vgl. 
Fig. 6), welche zuerst die Focalhyperbel schneiden (vgl. 15, IE) mit dieser. 

Die gebrochene Entfernung PBC^ der Punkte P und C^ über 
einen besivmmten Zweig der Focalhyperbel ist nach § 17, I nur für 
eine einzige Lage des Gleitpunktes B eine öleichgewichtsdistanz und 
kann nach § 16, IQ nur ftir diese ein Maximum oder Minimum ihrer 
Länge haben. Ein Minimum aber muss sie in der That besitzen; 
denn während sie unbegrenzt gross wird, wenn der Gleitpunkt B 
sich auf dem Hyperbelzweige hinreichend weit entfernt, kann sie nie- 
mals verschwinden, da B und G^ als ungleichnamige Focalpunkte stets 
getrennte Punkte sind« Die einzige vorhandene Gleichgewichtsdistanz 
ist demnach die kürzeste gebrochene Entfernung der Punkte P und C^ 
über den Hyperbelzweig: 

EL Zwischen einem beUdngen Punkte P, der kein Focalpunkt ist, 
und einem FocaMlipsenpunkte C^ giebt es stets eine und nur eine kürzeste 
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Entfernung über einen gegebenen Zweig der FoccHhyperhely nämlich die 
gäjrochene En^emimg PB^C^ (vgl Fig. 9) über den mit P ungleich- 
seitigen und PB^C^ über den mit P gleichseitigen Zweig. 

Es erübrigt^ diese Sätze auf den bisher nocli ausgeschlossenen 
Fall auszudehnen^ dass P s^st ein FoccU/punlct ist. Hierauf fdhrt von 
selbst die Betrachtung der besonderen Formen der bereits behandelten 
Gleichgewichtsdistanzen für einen Punkt P einer Hauptebene: 

Beim Durchgang des Punktes P durch die ^je;- Ebene vertauscht 
sich die Bezeichnung der Gleitpimkte B^ und B^ (vgl. § 15^ zu 44, a). 

Kommt der Punkt P in die Ebene der Focalellipse zu liegen ^ so 
fallen die Punkte B^ und B^ in die Scheitelpunkte B^ und Bq (vgl. 
§ 15, V) der Focalhyperbel (vgl. Fig. 6, A = y imd Fig. 6, fi *= y), während 

zugleich die Botationskegel B^c und 
JBgC die zweite Qrenzform von § 16, H 
annehmen. Die beiden so sich 
ergebenden Gleichgewichtsdistanzen 
PB^C^ und PB^C" (vgl. Fig. 9, y) 
kommen aber nicht nur jedem Punkte 
der Ebene innerhalb oder ausserhalb 
der Focalellipse, sondern auch einem 
Punkte P = C dieser selbst zu. 
/ I \ Seinen unendlich vielen Focallinien 

/ ; '\ OB (vgl. § 12, IV) entsprechen zwar 

Fig. 9, y. dann unendlich viele gebrochene Ent- 

fernungen CBC^ der Punkte C tmd 
C® über die Focalhyperbel, aber deren Halbstrahlen BC und BG^ 
gehören demselben Mantel des Rotationskegels Bc an, da sie beide die 
Focalellipse c treffen. Es liegen daher keine Gleichgewichtsdistanzen 
vor, es sei denn, dass mit B = Bq oder Bq beide Mäntel des Kegels in 
einer Ebene (vgl. § 16, H) sich vereinigen. 

Daher gdten die Sätze I und HI auch für einen Punkt P der Focal- 
eUipse c, indem an Stelle von Satz H die Erklärung tritt: 

n, y, Y' Die Gleitpunkte B^ und B^ sind bezüglich die Brennpunkte 
Bq und JBo (vgl. § 15, V) der FocaMipse, 

Bei einem Punkte P in der Ebene der Focalhyperbel haben die 
kürzesten Entfernungen unter HI verschiedene Form, jenachdem er 
im Gebiete ft = /J oder v = /J liegt. Im ersten Falle treffen (vgl. 
Fig. 6, ft = j5) die Anfangsstücke PB^ und PB^ der beiden Gleichgewichts- 
distanzen PB^C^ und PB^G^y in ihren geradlinigen Fortsetzungen über 
B^ und B^ hinaus, auf die beiden Scheitelpunkte G^ und G^ (vgl. 
§ 15, V) der Focalellipse, im letzteren Falle (vgl. Fig. 6, v = /J) aber 
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beide auf denselben Punkt Gq\ sodass sie das Stück PJBg gemein haben. 
Beide Fälle (vgl. Fig. 9, (i = ß] v = ß) gehen in einander über, indem 
P mit B^ zusammenfällt. In der That giebt es, wenn P in irgend 
einen Punkt B^ der Focalhyperbel zu liegen kommt, wiederum nur 
zwei Gleichgewiehtsdistanzen 
der Punkte B^ und C^ über 
die Focalhyperbel, falls die 
geradlinige Entfernung B^C^ 
als eine Gleichgewichtsdistanz 
-Bg -Sjj C^ mitgezählt wird, deren 
Gleitpunkt mit dem einen 
Endpunkt zusammenfällt. Soll 
es nämlich noch eine andere 
Gleichgewichtsdistanz B^B^G^ 
mit einem von B^ verschiedenen 
Gleitpunkt ^1 geben, so muss Fig.9, ^it«./?. 

die Görade B^B^^ einerseits zu 

den unendlich vielen Focallinien des Punktes P = B^ gehören (vgl. 
§ 17, Anfang), andererseits aber, da sie mit der Focalhyperbel zwei 
Punkte gemein hat, in deren Ebene 
liegen. Sie ist daher eine der 
beiden Geraden B^Cq und B^Cq. 
Nun schneidet B^C^' (vgl. § 15, V) 
den mit Ji?^ ungleichseitigen Zweig 
der Focalhyperbel in einem zwischen 
B^ und Gq gelegenen Punkte B^ 
(vgl. Fig. 9, V = /S) und ist daher 
B^Bi C® eine Gleichgewichtsdistanz. 
Dagegen begegnet B^ Gq der Focal- 
hyperbel in einem ausserhalb der 
Strecke B^ Gq gelegenen Punkt JBj, 
sodass B^B^G^ keine Gleichge- 
wichtsdistanz wird. 

Bie Sätze I und IQ gdtm daher auch fm einen Pwnkt P der Focal- 
hyperbd i, indem an Stelle von II die Erklärung tritt: 

n, ß, ß. Der GUitipmM B^ fallt mit P zusammen und B^ ist der 
zweite SchnitbpuvM (nd)en P sdbst) des von P nach Gq (vgl. § 15, V) 
laufenden Halbstrahles mit der FocaOvyperbd. 

Bei der Ghrenzform Fig. V der Focalkegelschnitte fallen nach 
§ 15 (vgl. Fig. 6') die beiden Pimkte B^ und B^ auf der Focal- 
axe h zusammen. Die beiden Halbstrahlen "P^^ ^"^^ B^G^ (vgl. 




Fig. 9, v=^ß. 
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Fig. 9') gehören verschiedenen Mäntebi des Rotationskegels JB^c an 

und folgt: 

I'. Zwischen einem bdielngen Punkte P und einem Punkte C^ des 

FocaOoreises c giebt es eine Gleich- 
gewichtsdisixmz PB^C^ über die 
FoccUaxe i. 

W. Der Gleitpunkt B^ ist 
der 8(Anittpbmkt desjenigen der 
beiden FocaihcäbstraMen + f^ und 

+ fz (^gl- ^8- 6')' ^ zuerst die 
FocakLxe schneidet, mit dieser. 

Er fällt nach 0, wenn P 
in der Ebene des FocaLkreises, 
und nach P selbst, wenn P in 
der Focalaxe liegt. 







Fig. 9'. 




ni'. Die Gleichgewidttsdistam PB^ C^ ist die kürzeste Entfernung 

der Punkte P und G^ über die Focalaxe. 

Bei der Grenzform Fig. 1" 
der Focalkegelschnitte fallen 
P nach § 15 (vgl. Fig. 6") die 

beiden Punkte B^ und B^ in 

die beiden Hauptbrennpunkte 

^tO^ B^ und B^ (vgl. § 15, V). 

° Wenn daher Satz I die Form 

'^ erhält (vgl. Fig. 9"): 

V\ ZtvischeneinevnheUdngen 
Punkte P und einem Punkte C^ 
des inneren Focalaxenstückes c 
giebt es zwei Gleichgeunchts- 
dista/nzen PB^ C^ und PB^ C^ 
über das ungleichseitige und gleichseitige äussere Foaüaxenstück b, 

so liegen hier nur noch Grenzformen der Gleichgewichtsdistanzen 
vor, da die Gleitpunkte singulare Punkte der Curve 6, Punkte ohne 
bestimmte Tangente, sind. 

II'. Die Gleitpu/nkte Bq und B^ sind von P unabhängig. 
III'. Die Gleichgewichtsdistanzen PB^C^ und PB^C^ sind die 
kürzesten Entfernungen der Punkte P und C^ über das ungleichseitige 
und das gleichseitige äussere FocataocensUUk. 

Bei der Grenzform Fig. 1"' der Focalkegelschnitte, wo die Focal- 
ellipse c nur einen Punkt aufweist, gehen die betrachteten Gleich- 
gewichtsdistanzen in den Radius PO über. 



Fig. 9' 
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§ 1 8. GleichgewiolitscListanzen und kürzeste und weiteste Entfernungen 

über die Fooalellipse. 

Es sei ein beliebiger Punkt P und ein Punkt JS® der Focalhyperbel 
gegeben und sei die gebrochene Entfernung PCB^ mit dem Gleit- 
punkte C eine Gleichgewichtsdistanz der Punkte P und B^ über die 
Focalellipse. Da dann der Halbstrahl CB^ dem Rotationskegel Ob 
angehört, der von G über der Focalhyperbel b errichtet ist (vgl. § 11, IV), 
gilt dasselbe nach § 16, I auch von dem Halbstrahl CP und mtASS die 
Gerade CP die Focalhyperbel schneiden, also eifie FocciUinie des 
Punktes P sein. 

Ist daher der Punkt P kein FoccdpunJct, sodass er vier getrennte 
oder nicht getrennte Focallinien /i hat, so ist C einer der vier Punkte C,-, 
in denen diese die Focalellipse c treffen. Es können also keine anderen 
als die vier gebrochenen Entfernungen PdB^ der Punkte P und B^ 
über die Focalellipse c Gleichgewichtsdistanzen sein. Damit sie es 
wirklich sind, ist nach § 16, I erforderlich, dass die Halbstrahlen dP 
und GiB^ verschiedenen Mänteln des Rotationskegels Gib angehören. 
Hierbei kommt es darauf an, ob der Punkt B^ mit P gleichseitig oder 
ungleichseitig ist; im letisteren Falle mag er mr Unterscheidung mit B^' 
bezeichnet werden^ wie auch b der mit P gleichseitige und V der mit 
P ungleichseitige Zweig der Focalhyperbel sei (vgl. § 15, V). 

Bei dieser Bezeichnung trifft der Halbstrahl GiB^ den Zweig 6, 
der Halbstrahl GiB^' den Zweig V, Es muss daher entweder der Halb- 
strahl GiP bis in's Unendliche verlängert den Zweig 6', bezüglich 6, 
oder der entgegengesetzte Halbstrahl den Zweig &, bezüglich V treffen. 
Nun schneidet der Halbstrahl G^P stets 6', da zwischen B^ und P nach 
(44) stets A^ liegt, sodass PG^B^^ aber nicht PG^B^' eine Gleich- 
gewichtsdistanz ist. Der Halbstrahl G^P triifft stets by da nach (44) 
zwischen B^ und P niemals A^ liegt, sodass PG^B^\ aber nicht PG^B^ 
eine Gleichgewichtsdistanz ist. Was den Halbstrahl G^P angeht, so 
trifft nach (44) entweder dieser b oder der ihm entgegengesetzte &', 
sodass PG^B^\ aber nicht PG^B^ eine Gleichgewichtsdistanz ist. Was 
endlich den Halbstrahl G^P angeht, so trifiPt nach (44) entweder dieser 
b' oder der ihm entgegengesetzte 6, sodass PG^B^y aber nicht PG^B^' 
eine Gleichgewichtsdistanz ist. Die Zusammenfassung dieser Schlüsse ' 
liefert die folgenden Sätze (vgl. Fig. 10): 

L Zwischen einem beliebigen Punkte P, der kein FocalpunJct isty und 
einem mit ihm gleichseitigen Punkte B^ oder ungleichseitigen Punkte B^' der 
Focalhyperbel b giebt es zwei Gleichgewichtsdistanzen über die FocaMlipse, 
nämlich PG^B^ und PG^B"" oder bezüglich PG^B^' und PG^B^\ 

Stande, Focaleigenschaften der Flächen 2. Ordnung. 5 




Fig. 10. 
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n. Die GleitpuvMe G^ und (7g sind die SchniUpunJcte derjenigen 
der vier Foccdhalbstrahlen + /i, welche zuerst die Focathyperbd, Cg und C^ 

die Schnittpunkte derjenigen , welche 
merst die Focdldlipse treffen, mit 
dieser (ygl. § 15, II). 

Die gebrochene Entfernung 
PGB\B^') der Punkte P und 
B^{B^') über die FocaleUipse ist 
nach I nur fOr zwei Lagen des 

Gleitpunktes C eine Gleich- 
gewichtsdistanz und kann nach 
§ 16, in nur für diese ein Maximum 
oder Minimum ihrer Länge haben. 
Sie muss aber in der That ein 
Maximum und ein Minimum be- 
sitzen, da für alle Lagen des Gleitpunktes G ihre beiden geradlinigen 
Stücke PC und CB^{B^') endlich sind und das letztere niemals yer- 
schwindet. Die beiden einzigen vorhandenen Gleichgewichtsdistanzen 
sind demnach die eine die kürzeste, die andere die weiteste Entfernung 
der Punkte P und B^(B^') über die FocaleUipse. 

Welche von beiden das Minimum und welche das Maximum ist, 
ergiebt sich durch die Betrachtung eines der bei der Ableitung der 

Sätze I und 11 ausgeschlossenen 
Fälle, in denen P ein Focalpunkt 
ist. Sind nändichP = 5<> und J?ö' 
irgend zwei ungleichseitige Punkte 
der Focalhyperbel, so ist ihre ge- 
brochene Entfernung JS^C-B®' über 
die FocaleUipse für alle Lagen 
des Gleitpunktes G eine Gleich- 
gewichtsdistanz, da die Halbstrahlen 
von G nach B^ und JS®' stets ver- 
schiedenen Mänteln des Rotations- 
kegels Ch angehören. Für den 
FaU P ^= B^ verliert also der auf 
den ungleichseitigen Punkt j?®' bezügliche Theü der Sätze I tmd II 
seine Giltigkeit und treten dafür die folgenden Sätze ein: 

ft A ß] Zwischen zwei ungleichseitigen Pimkten P^^ B^ und B^' 
der Focalhyperbel giebt es unendlich viele GUichgewichtsdistanzen B^CB^' 
über die FocoMHpse (vgl. Fig. 10, (i = v==ß). 

[n, /J, ß] Der Gleitpunkt G ist ein beliebiger Punkt der letzteren. 




Pig. 10, ft=t==fi. 
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Hieraus folgt aber nach § 16, IV: 

pn, ß, ß] AUe gebrochenen Entfernungen B^CB^' zweier umgleichr 
seitiger Ptmkte der Focalhyperiel über die FocoMlipse haben dieselbe Länge. 

Dieser Satz entscheidet nun darüber, welche von den beiden Gleich- 
gewichtsdistanzen in Satz I das Maximum und welche das Minimum 
ist. Es sind nämlich dort (vgl. Fig. 10) B^ und JS®, sowie B^ und B^' 
ungleichseitige Punkte der Focalhyperbel. Indem nun fiir den Augen- 
blick aUgemein mit B^P^ die geradHnige absolute Entfernung zweier 
Punkte Pj und Pg bezeichnet wird, folgt aus [DI, /S, /J]: 

PPi + 5iCi+CiB«=PBi + BiC,+ C,B^ 
PS, + B,C,+ C,B^ = PB, + B^C, + C,B'\ 

Es ist aber in den Dreiecken PB^C^ und PB^C^ (deren Seiten B^C^ 
und B^Cq man in Fig. 10 gezogen denke): 

PB,+ B,C^^PC^ PB^ + B,G, ^ PC, 

Das Gleichheitszeichen könnte in diesen beiden Formeln nur gelten, 
wenn erstens die drei Ecken eines Dreiecks in gerader Linie und zweitens, 
da es sich um absolute Entfernungen handelt, B^ zwischen P und C^^ 
bezüglich B^ zwischen P und C^ läge. Die erste Bedingung ist nach 
den Figuren 6 nur erfüllt, wenn P in der o;^ -Ebene innerhalb der 
Focalellipse liegt. Dann ist aber die zweite nicht erfüllt. Es gelten 
also nur die XJngleichheitszeichen und folgt demnach weiter: 

PB^ +B^G,+ C^B^ > PG^ + C^B^ 
PB,+ B,G, + C,B,' > PC,+ G,B^' 

oder unter Wiederaufiiahme der Bezeichnimg von Satz I: 

PC^B^ > PG^B^ PG^B^' > PC^B^' 

Daher sind PG^B^ und PG^B^' die Maxima, PC^B^ und PCgB«' 
die Minima der gebrochenen Entfernungen PGB^ und PGB^\ Ueber 
die Minima, welche in Fig. 10 durch stärkere Linien ausgezeichnet 
sind, können wir nunmehr den Satz aussprechen: 

EL Zwischen einem beliebigen Punkte P, der kein Focdipunkt ist, 
und einem mit ihm ungleichseitigen Punkte B^' oder gleichseitigen Punkte B^ 
der Focalhyperbel giebt es stets eine wnd nu/r eine kwrzeste Entfernung 
über die FocaleUipse, nämlich die gebrochene Entfernung PC^B^\ be- 
züglich PC^B\ 

Es erübrigt die gefundenen Sätze I und HI auf den noch nicht 
vollständig erledigten Fall auszudehnen, dass P seihst ein Focdlpunkt 
ist, wobei zugleich einige Bemerkungen über die besonderen Formen 



) 
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der Gleichgewichtsdistanzen unter I fQr einen Punkt P einer Haupt- 
ebene anzuschliessen sind. 

Beim Durchgang des laufenden Punktes P durch die y^er- Ebene 
yertauschen sich die Bezeichnungen B^ mit JS®', C^ mit C^, C^ mit C^ 
(vgl. § 15, zu 44, a). 

Kommt der Punkt P in die Ebene der Focalellipse zu liegen, so 
werden die Halbstrahlen PCg und PC^ den von P nach Bq und Bq 
laufenden Halbstrahlen PC^ und PCi entgegengesetzt oder mit ihnen 
in umgekehrter Reihenfolge identisch, jenachdem P im Gebiete X = y 
oder ffr = y liegt (vgl. Fig. 6, A = y und ^i = y und Fig. 10, A = y 
und ft = y). Beide Fälle gehen ineinander über, indem P mit C^ 





Fig. 10, ;i = y. 



Fig. 10, /i/=y. 



und C4 zusammenfällt. In der That giebt es, wenn P in irgend einen 
Punkt ^(Gj, CJ der Focalellipse zu liegen kommt, wiederum nur zwei 
Gleichgewichtsdistanzen der Punkte C und B^(B^') über die Focal- 
ellipse, falls die geradlinige Entfernung CB^(CB^') mitgezählt wird. 
Soll es nämlich noch eine andere Gleichgewichtsdistanz CC'B^iCC'B^') 
mit einem von C verschiedenen Gleitpunkte C geben, so muss die 
Gerade CC einerseits zu den unendlich vielen Pocallinien des Punktes C 
gehören (vgl. § 18, Anfang); andererseits, da sie die Focalellipse in 
zwei Punkten C und C schneidet, in deren Ebene liegen. Sie ist daher 
eine der beiden Geraden CB^ und CJSq, deren zweite Schnittpunkte 
(neben C selbst) mit der Focalellipse bezüglich C^ und C^ heissen 
mögen. Dann sind aber CC^B^ und CG^B^' Gleichgewichtsdistanzen, 
da die Halbstrahlen C^B^C und C^JS^, sowie C^B^C und CP<>' (vgl. 
§ 15, V) verschiedene Zweige der Focalhyperbel treffen, dagegen sind 
es CC^B^' und CC^B^ nicht. Hieraus folgt aber, dass die Sätze I und 
ni auch für einen Punkt P der Focalellipse gelten, indem an Stelle 
von n die Bemerkung tritt: 
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n, y, y. Die Gleitpunkte Q und C^ fdUen mit P msammen, G^ 
und C2 aber sind die zweiten Schnittpunkte (neben C^ tmd G^) der von P 
nach Bq tmd B^ (vgl. § 15, V) gezogenen HaUbstrcMen mit der FocaieUipse. 

Kommt der Punkt P in die Ebene der FocaJhyperbel zu liegen, 
so laufen die Anfangsstücke PC^ und PC^ der kürzesten Entfernungen 
des Punktes P von den Punkten B^ und B^' bezüglich nach den beiden 
Punkten Gq und Gq oder beide nach Oq, jenachdem P im Gebiete 
11 = ß oder v = ß liegt (vgl. Fig. 6, ft = /J; v = ß und Fig. 10, f* = iJ; 
v = ß). Tritt P in einen Punkt B{B^ der Focalhyperbel ein, der 
mit B^ gleichseitig liegt, 
so werden die kürzeste und 
weiteste Entfernung PG^B^' 
und PC^B^' von dem un- 
gleichsdUgen Punkte B^' nach 
[m, /J, /S] einander gleich und cc-cL^ 
auch jeder anderen gebroche- 
nen Entfernung PGB^' der 
Punkte P und B^' über die 
Focalellipse gleich. Was da- 
gegen die gebrochenen Ent- 
fernungen PGB^ der gleich- Fig. lo, ^=^. 
seitigen Punkte P und JB® 

über die Focalellipse angeht, so sind diese, da die Halbstrahlen CP 
und GB^ demselben Mantel des Rotationskegels Gb angehören, keine 
Grleichgewichtsdistanzen, es 
sei denn, dass mit G=Gq 
oder Gq beide Mäntel des 
Kegels in einer Ebene sich 
vereinigen (vgl. § 16, 11). 
Es ist aber PCo-B« die , 

kürzeste und PG^'B^ die *' ' '(^ 
weiteste Entfernung, da 
PCq zwischen P und Gq 
den mit P ungleichseitigen 
Zweig der Focalhyperbel 
trijBEl und daher, wie oben 
bei Ableitung von Satz UI, 

geschlossen werden kann, dass PCqB^ > PCqB^ ist. Die Sätze I und 
in gdten daher für einen Punkt P der Focdlkyperbel wwr, insoweit sie 
sich a/uf ei/nen gleichseitigen Punkt B^ beziehen^ mit der an Stelle von 
n tretenden Erklärung: 




Q-G^c; 



Fig. 10, v^ß. 
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n, /S, ß. Die Glätpmikte 0^ imd C^ sind hezüglich die Brenn- 

pmkie G^ und Cq (vgl § 15, V) der Focalhifperbel 

Soweit dagegen die Sätze I und III sich auf den ungleichseitigen 

Punkt B^' beziehen, verlieren sie ihre Geltung für einen Punkt P der 

Pocalhyperbel und sind durch die 
mit [I, ß, ß] und [HI, ß, ß] bezeich- 
neten Sätze zu ersetzen. 

Für die erste Grenzform Fig. 1' 
der Focalkegelschnitte hört die 
Unterscheidung von B^ und B^' 
auf, und vereinigen sich die beiden 
weitesten Entfernungen PC^B^ und 
PC^B^' des allgemeinen Falles zu 
PCo'JS^ (vgl. Fig. & und Fig. 10') 
und die beiden kürzesten P C^B^ und 



CfCrC'ct:-' 





PC^B^' zu PG^B^: 



Fig. 10'. 



r. Zwischen einem hdiebigen 
Punkte P, der ausserhalb der Focal- 
cLxe h liegt y und einem PunJcte B^ dieser giebt es zwei Oleichgewichts- 
distanzen PGqB^ und PG^B^ über den Focalhreis c. 

n'. Gq und Gq sind die Schniüpunkte der Meridianebene des Punktes 
P mit dem Focalkreisey Gq der in Bezug auf die Focalaxe b diesseitige^ 
Gq der jenseitige, 

III'. PGqB^ ist die kürzeste Enifemu/ng der Punkte P und B^ 
über den Foccdkreis. 

Eine Ausnahme bil- 
den die Punkte P der 
Focalaxe: 

[I — inj. Zwischen 
zwei Punkten P und JB® 
der Focalaxe b giebt es 
unendlich viele GleicJir 
gewichtsdistanzen PGB^ 
mit bdidngem Gleit- 
punkte G und cdie von 
gleicher Umge. 

Für die zweite 
Grenzform Fig. 1" der 
Focalkegelschnitte ergiebt sich ohne Weiteres (vgl. Fig. 10"): 

I". Zunschen einem beliebigen Punkte P und einem gleichseitigen 
Punkte B^ oder ungleichseitigen Punkte B^' der äusseren Focalaocenstilcke b 




Fig. 10' 
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gieht es awei GhichgewicJitsdistangen (vgl. § 17, zu I") über das innere 
FomlaxenstUck, PB^B^ und BB^B\ heaüglich PB^'B^' und PBqB^\ 

W. Die Gleitgunkte sind von P wnabhängig und faMen in die 
HaupfbrennpuiMe. 

ni". Die beiden gebrochenen Entfernungen PB^B^ und PB^'B^' 
sind Imrzeste Entfernungen über das innere Foccdaxenstüdc. 

Für einen Punkt P auf einem äusseren, etwa dem rechten 
Focalaxenstück b fallen kürzeste, PBqB^\ und weiteste Entfernung, 
PBqB^\ von einem mit P ungleichseitigen Punkte B^' in die directe 
Entfernung PB^' zusammen. 



§ 19. Einfiihnmg der gebrochenen Focaldistanzen. 

Wir bezeichnen in den folgenden §§ 19 — 21 (anders als in § 15, V) 
alle Punkte auf der einen Seite der yj8f-Ebene, etwa der Seite der 
positiven x-Axe (der rechten Seite), ohne Accent, alle auf der anderen 
(linken) Seite mit Accent, sodass der laufende Punkt des Baumes seine 
Bezeichnung P in P' ändert, wenn er von jener auf diese Seite über- 
geht. Entsprechend unterscheiden wir mit den Bezeichnungen b und 6' 
die beiden Zweige der Focalhyperbel. 

Dies festgesetzt, seien zwei ungleichseitige Punkte B^ und JB®' der 
Foccdhyperbd gegeben^ femer swei Punkte C^ und C^' der FoccUeUipse 
gegeben und diesen je einer der beiden Zweige b und V der Foccdhyperbd 
zugeordnet Wenn wir der Einfachheit wegen annehmen und in der 
Bezeichnung (7**, C®' ausdrücken, dass jeder der beiden letzteingefuhrten 
Punkte mit dem zugeordneten Zweige gleichseitig liegt, so ist dies 
eine unwesentliche Einschränkung. 

Die kürzesten Entfernungen des laufenden Baumpunktes P(P') 
von den festen Punkten B^ und B^' der Focalhyperbelzweige b und 6' 
über die Focalellipse c sollen ihrer Gestalt und Länge nach mit r und 
r\ die kürzesten Entfernungen von den beiden festen Punkten G^ und 
C®' der Focalellipse c über den je zugeordneten Focalhyperbelzweig b 
und b' sollen ebenso mit s und s' benannt werden. 

JMese vier hürzesten En^emungen r, /, s, s' nennen wir die vier 
gebrochenen Focaldistanzen des Punktes P{P') von den vier festen Focal- 
punkten B^, B^\ C®, G^ ; r und / oder s und s' nennen wir zwei gleichr 
namigCy r und s oder / und s' zwei gleichseitige gebrochene Focaldistanzen. 

Nach § 17, in und § 18, III können wir die Form der vier ge- 
brochenen Focaldistanzen sofort angeben. Nur werden wir jetzt den 
in § 15, 44 eingeführten Punkten JB,-, C,- einen Accent anfügen, wenn 
sie links von der yz-lSbene liegen, also in (44) von einem Punkte P 
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durch einen Punkt Ai getrennt oder von einem Punkte P' nicht durch 
einen Punkt Ai getrennt sind. Danach stellen sich r, r', s, s' für die 
beiden Lagen P und P' des laufenden Punktes folgendermaassen dar 
(vgl Fig. 11): 








Fig. 11. 



(45) 



r = FC^W 



r' = PG,'(G,)5«' / = P' C^B"' 
s^PB^C s = F'B^C'> 

s'=PBi'C«' s' = P' B^' C' , 

wo neben der einen der beiden Möglichkeiten für C^, Cg (vgl. § 15, IV) 
die andere in Klammem beigefügt ist. 

Da die Bezeichnung r, r', s, s' der vier gebrochenen Focaldistanzen 
nach Maassgabe der vier festen Focalpunkte gewählt ist, ändert sie 
sich beim Durchgang des laufenden Punktes durch die ys-Woene nicht 
(vgl Fig. 11). 

Aus der Vergleichung der Formeln (45) und (44) geht femer hervor: 

L Die Anfangsstücke der vier gebrochenen FoccMistanzm eines Ptmktes, 
d. h, die Stücke von ihm bis mm Gleitpunkte, fällen in seine vier posi- 
tiven FoccdhcHbstraUen + /i hinein, wenn der Punkt kein Focalpunkt ist. 

IL Die Endstücke, d. h. die Stücice vom Gleitpunkte bis mm Ende, 
verbinden stets zwei ungleichnamige Focalpunkte. 

Da die vier Pocalhalbstrahlen + f, wenn P(P') in die Ebene 
eines Focalkegelschnittes zu liegen kommt, ebenfalls in diese hinein- 
fallen, so gilt dasselbe auch von den Anfangsstücken der gebrochenen 
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Focaldistanzen 9 während es für die Endstücke nicht nothwendig ist. 
Die auf diese Fälle bezüglichen Figuren 11, A = y, f* = y, f* = A v = ß 

_ _ • ___ 

gehen (unter Beschränkung auf die Lage P) aus der Zusammensetzung 
der gleich bezeichneten Figuren 9 imd 10 hervor. 





Pig. 11, ^ = y. 



Fig. 11, X==fi=zY. 




ng. 11, |U = y. 



Wenn P ein Focalpunkt ist, liegen die Anfangsstücke von r, /, s, 5', 
sofern sie nicht verschwinden, auf dem von P über dem ungleich- 
namigen Focalkegelschnitt errichteten Botationskegel. Ein Punkt P 
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der Focalellipse (vgl. Fig. 11, A = fi = y) hat (vgl. § 17, 11, y, y und 
§ 18, n, y, y) vier bestimmte gebrochene Focaldistanzen, von denen r 
und / bei verschwindenden Anfangsstücken ungebrochen erscheinen. 




' "^ -<^. 



Fig. 11, H^ß- 



ng. 11, iji^v=^ß. 




Fig. 11, r = /?. 



/ QQ'Q 



Fällt P in C% so fallen Anfangs- und Endstück von s = FB^C^, 
entgegengesetzt gerichtet, ineinander. Ein Punkt P auf dem rechten 
Zweige 6 der Focalhyperbel (vgl. Fig. 11, ^ = v == /J) hat (vgl. § 17, 
n, ßy ß und § 18, n, /?, ß) neben drei bestimmten gebrochenen Focal- 
distanzen r, $y s\ von denen $ ungebrochen ist, eine vierte gebrochene 
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Focaldistanz r' (vgL § 18^ [11^ /S, /$]), welche unendlich vieldeutig ist 
(in Fig. 11, ft =8= i; = /J sind fünf Formen dargestellt, von denen zwei 
in der Ebene der Focalhyperbel liegen). Dn/rch diese Vieldeutigkeit mrd 
der Sprung vermittelt^ den die Form von / beim Uberga/ng von Fig. 11, ;* = /J 
Ofuf Fig. 11, V = ß mcuM^ wenn P, in der a;je?-Ebene verbleibend, die 
Focalhyperbel überschreitet. Fällt P in J?^, so fallen AnÜEuigs- und 
Endstück von r »» PC^B^, entgegengesetzt gerichtet, ineinander. Für 
einen Punkt P' auf V ist r unbestimmt und s' ungebrochen. 

m. Jeder Punkt des Bcmmes hat vier bestimmte gebrochene Foccür 
distangen, ausser wenn er cmf der Focalhyperbel liegt In diesem FaUe 
toird eine der vier gebrochenen Focaldistanzen, diejenige von dem u/ngleich- 
seitigen Ptdnkte B^' oder B^ (r' oder r) unendlich vieldeutig. 

Indessen hat sie nach § 18, [m, /3, /3] in allen ihren Formen dier 
selbe Länge. 

Die gebrochenen Focaldistanzen beziehen sich auf die vier will- 
kürlich gegebenen Focalpunkte J?«, B^\ C^, G^\ von denen nur B^, B^' 
mit G^y C^' ungleichnamig und B^ mit B^' ungleichseitig sein sollen; 
den Punkten G^ imd (7®' sind die Zweige b und V der Focalhyperbel 
zugeordnet. Diesen Bedingungen wird durch eine ausgezeichnete Lage 
der vier Punkte entsprochen, indem sie in die vier Haupfbrennpunkte 
JBq, B^y Gqj Gq verlegt werden und den Punkten Gq und Cq je der gleich- 
seitige Hyperbelzweig zugeordnet wird. Die entsprechenden gebrochenen 
Focaldistanzen sollen die gebrochenen Emptfocaldistanzen genannt und 
^* *^o? '^Qy ^o> ^0 bezeichnet werden. 

IV. Es sind also r^ und r^ die Tcü/rzesten FMfemungen des laufenden 
Punktes von den beiden inneren Haupfbrennpunkten Bq und Bq über die 
FoccdeUipse, s^^ und Sq von den beiden äusseren Haupfbrennpmkten G^ 
und G^ über den mit ihnen je gleichseitigen Zweig der Focalhyperbel. 

In den Figuren 11 gehen r, /, 5, s' in r^, r^,', 5q, s^' über, wenn 
wir die Punkte JB^, JB«', C^, C^' je auf ihrem Focalkegelschnitt nach 
^0) ^09 ^09 ^0 rücken lassen. Die Anfangsstüche der gebrochenen Focal- 
distanzen bleiben von dieser Aenderung unberührt; es bewegen sich nur 
die Endstücke auf dem einen Mantel der vom Gleitpunkte über dem 
ungleichnamigen Focalkegelschnitt errichteten Botationskegel. 

Lassen wir die beiden Focalkegelschnitte b und c in die erste 
spedette Form (vgl. Fig. 1') übergehen, so kommen nach § 17 und § 18 
(vgl. Fig. 11', welche als Specialfall von Fig. 11, v = /3 aufgefasst 
werden kann) die ÄnfangssUicJce der gleichnamigen gdyrochenen Focal- 
distanzen r und r\ s und s' zum ZusammenfaU und sind, da die Unter- 
scheidung der beiden Hyperbelzweige aufhört, r und /, sowie s und s' 
trotz der auseinandertretenden Endstücke überhaupt nicht mehr als 
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Pig. 11'. 



wesentlich verschieden zu betrachten. Um daher den vorliegenden 
Fall selbständig zu behandeln, denken wir uns einen Punkt B^ der 

Focalaxe b und einen Punkt C^ 
des Focalkreises c gegeben und 
bezeichnen mit r die kürzeste 
Entfernung des laufenden Punktes 
P von B^ über den Focalkreis, 
mit s die kürzeste Entfernung 
von C^ über die Focalaxe. 

Biese beiden hürzesten Ent- 
fermmgen r und s nennen wvr die 
beiden gd/rochenen Foccddistaneen 
des Punktes P von den beiden 
festen Focalpunkten B^ und C^. 

Jeder Punkt des Raumes hat 
zwei bestimmte gebrochene Focal- 
distanzen, ausser wenn er auf der Focalaxe liegt. In diesem Falle 
wird r, bei bestimmter Länge, der Form nach unendlich vieldeutig. 

Der gegebene Punkt B^ kann eine ausgezeichnete Lage Bq=Bq = 
annehmen, für C^ giebt es eine ausgezeichnete Lage auf dem Focal- 
kreise nicht. Dafür ist aber das Endstück B^C^ = B^C^ der ge- 
brochenen Focaldistanz s für jeden gegebenen Punkt P der Länge 
nach von G^ unabhängig. Wir führen daher die gebrochenen Ha/upt- 
foccHdistanzen r^ = r^ und s^ = s^ mit der Erklärung ein: 

IV'. Es ist Tq die hürzeste Entfernung des laufenden Punktes vom 
Mittelpunkte über den FoccUkreis und Sq von einem beliebigen festen 
Punkte C^ des Focalkreises über die Focalaxe. 

Lassen wir die bei- 
den Focalkegelschnitte b 
und c in die zweite spe- 
cieUe Form (vgl. Fig. 1") 
übergehen, so kommen 
_ nach § 17 und § 18 
(vgl. Fig. 11", welche als 
Specialfall von Fig. 11, 
(1 = y oder ft = /3 gel- 
ten kann) die Anfangs- 
stücke der gleichseitigen ge- 
brochenen Focaidistanzen 
r und s, / und s' zum Zusammenfall. Die gemeinsame ausgezeichnete 
Lage der Punkte B^ und C^ ist der rechte, der Punkte B^' und C^' 




Pig. 11' 



4. Capitel. Die Theorie der gebrochenen Focaldistanzen. § 19. 77 

der linke HauptbrennpuiLkt, sodass die gebrochenen Hauptfocaldistanzen 
ro = 5o und < = ^ bei verschwindenden Endstücken ungebrochen 
werden. 

IV". Es sind r^ und Tq die Entfernungen des laufenden Punktes 
von den beiden Hcmptbrenwpmkten. 

Bei der dritten Sfpeddlen Form der Focalkegelschnitte (vgl. Fig. 1'") 
fallen die vier gebrochenen Hauptfocaldistanzen r^ = r^ = äq = Sq in 
die Entfernung des laufenden Punktes vom Centrum zusammen. 

Nach § 19, 1 haben die Anfangsstücke der vier gebrochenen Focal- 
distanzen r, /, s, s' die in § 13, 38 angegebene Anordnung gegen die 
Axen I, ly, S des Punktes P. Um das Wesentliche dieser Anordnung 
kurz bezeichnen zu können, verstehen wir unter dem Winkel zwischen 
zwei gebrochenen Focaldistanzen den Winkel zwischen ihren Anfangs- 
stücken, unter dem Nebemoinkd zwischen zwei gebrochenen Focaldistanzen 
aber den Winkel zwischen dem Anfangsstücke des einen und dem 
Halbstrahl, der dem Anfangsstücke des anderen entgegengesetzt ist. 
Alsdann folgt aus § 13, 38 ohne Rücksicht auf die Pfeilspitzen der 
Axen I, riy g: 

V. In einem Punkte P =^ Xy [i, v, der kein Focdipunkt ist, wird der 
Winkel zwischen zwei ungleichseitigen ungleichnamigen gebrochenen Focal- 
distanzen, r und s' oder r und s, von der Normale des EUipsoides X, 
der Nebenmnkd zwischen zwei gleichseitigen ungleichnamigen, r und s 
oder r' und s', von der Normale des einschaligen Hyperboloides ft, der 
Nebenwinkel zwischen zwei ungleichseitigen gleichnamigen, r und r' oder 
s und s', von der Normale des zweischaligen Hyperboloides v halbirt. 

Für einen Punkt P in einer der Grenzflächen A = y, /i* = y, fi = /J, 
V = ß oder v = cc ist hierbei nach § 13, 40 als Normale der Grenz- 
fläche die Normale ihrer Ebene anzusehen. Beispielsweise halbirt die 
Normale der a:y-Ebene in P in Fig. 11,A = y als Normale des Ellip- 
soides A = y den gestreckten Winkel zwischen r und s', in Fig. ll,fi = y 
aber als Normale des einschaligen Hyperboloides ft === y den Neben- 
winkel zwischen r und s, welcher, da die Anfangsstücke von r und s 
zusammenfallen, ein gestreckter ist. 

Für einen Focalpunkt verliert Satz V seine volle Giltigkeit. In 
einem Punkte P der Focalellipse (vgl. Fig. 11,A = ft = y) ist nämlich 
einerseits nur die Normale ^ des zweischaligen Hyperboloides v be- 
stimmt (vgl. § 9, 29, y, y) und haben andererseits r und r' keine An- 
fangsstücke. Es bleibt von Satz V nur übrig, dass die Normale ^, die 
Tangente der Focalellipse, den Nebenwinkel von s und 5' halbirt, da 
die Anfangsstücke von s und s' die Focalhalbstrahlen -j- f^ und -f- fi 
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(vgl. Anm. I9 11) in dem confocalen Eegelschnittsystem (9, d) der xy- 
Ebene sind. Bei den gebrochenen Hauptfocaldistanzen, wo r^ und r^' 
in die Anfangsstücke yon Sq und s^ hineinfallen^ wird dann auch der 
Nebenwinkel der ungebrochenen Distanzen r^ und r^ von der Nor- 
male i halbirt. 

In einem Punkte P des Zweiges h (oder V) der Focalhyperbel 
(vgl. Fig. 11, (i = v = /S) ist einerseits nur die Normale | (vgl. 
§9, 29^/3,^) des Ellipsoides X bestimmt und haben andererseits r 
(oder r) ein unbestimmtes und s (oder s') ein verschwindendes An- 
fangsstück. Es bleibt von Satz Y nur übrig, dass die Normale | den 
Winkel der gebrochenen Focaldistanzen r und s' (oder r' und s) hal- 
birt, da deren Anfangsstücke die Focalhalbstrahlen -|- f^ und -^ /"^ in 
dem confocalen Kegelschnittsystem (9,y) der iC£f -Ebene sind. Die will- 
kürliche Lage von r' (r) kann aber so gewählt werden, dass r' mit s 
(oder r mit s') und | in einer Ebene liegt und der Winkel zwischen 
dem Anfangsstücke von r' (oder r) und der ungebrochenen Distanz s 
(oder s') von der Normale | halbirt wird. Zu dem Ende ist bei den 
gebrochenen Hauptfocaldistanzen, wo Sq = PG^ (oder 8^ = PC^') ist, 
r^ = PGqBq (oder r^ = PC^B^) zu nehmen. 

Satz V überträgt sich mit r = r\ s = s' auf das erste und mit 
r = s, r' = s' auf das zweite specielle confocale System (vgl. § 5, 12' 
und 12'') und kommt beidemal auf den entsprechenden Satz über das 
confocale Eegelschnittsystem der Meridianebene zurück (vgl. Anm. 
I, 11; 16). 

§ 20. Die Fooaleigensohaften der Fooalkegelsohnitte. 

Die Entfemimg zweier Punkte Pi = A^, ^, v^ und P^ = A^, fig? ^2 
einer Focallinie lässt sich nach § 14,42 durch Integration ermitteln. 
Alle derartigen Bestimmungen kommen auf zwei Elementarfälle zurück. 
Liegt nämlich zwischen P^ und P^ keiner der Punkte -4, B, C der 
Focallinie, so bleibt nach § 14, 43 ; 43' zwischen P^ und P^ die 
Charakteristik des Focallinienelements unverändert. Es folgt daher 
durch die erwähnte Integation sofort: 

L Die absolute Entfernung zweier gleichseitiger Punkte Pi= Ai, ^, v^ 
und Pg = ^; f^a; Vg einer Focallinie y zwischen denen "kein FocaJpunkt 
liegt und zwischen denen die Charaktertstik des FocaUinienelementes in 
der Richtung von P^ nach Pg den Werth (t, m, tt) hat, ist: 



(46) P,P, = I(ya-A,-y«-A,) + m(y«-^-]/a-fi,) 
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Diese Formel kann unmittelbar auch Anwendung finden, wenn 
einer oder beide Punkte P^ und P^ selbst an eine der Stellen -4., J5, C 
zu liegen kommen, da sie vollkommen bestimmt bleibt, obwohl dann 
eines oder mehr Ton den Differentialen in (42) unbestimmt werden. 

Liegt zwischen P^ und P^ der Pimkt Ä = Aq, (Iq, a der Focal- 
linie, so ist nach (43) die Charakteristik von P^ nach Ä stets von der 
Form (I, nt, +) und von Ä nach P^ von der Form (I, ttt, — ) und 
daher nach (46): 



Pi4=I(l/a-Ai-ya-Ao) + m(l/a-^-y«-fto) 

+ (V'a — v^ — j/a — a) 



^P, = I (}/« - Ao-l/i^=Ä^ + ni(y«-^o-y*^^^ 

— (]/a — a — y« — i/J . 

Die Verbindung beider Formeln giebt den Satz: 

n. Die absolute Entfernung gweier ungleichseitiger Punkte P^= A^, ^l^, v^ 
und Pg = Ag; fig, v^ einer FocaUinie, zwischen denen Teein Focal^nkt 
liegt und zwischen denen, die CharakterisUk des FocaUinienelementes in 
der Richtung von P^ nach P^ den Werth (I, m, +) haty ist: 



(47) P,P, = I(ya_Ai-ya-A,) + in(ya-^-yc^=^ 

+ (y « — Vi +ya— vj. 

Nach der Bedeutung der Charakteristik (vgl. § 14) werden durch 
die Hinzufügung der Symbole I, m, tt, soweit sie die Werthe + 1 
haben, die in den runden Klammem der Formeln (46) und (47) be- 
findlichen Differenzen auf ihre absoluten Werthe gebracht. Treten die 
Punkte Pj und P^ mit Erhaltung der Voraussetzung, dass kein Focal- 
punkt zwischen ihnen liegt, in das Gebiet A = y der ÄJy -Ebene ein, 
so ist es nicht nöthig den Werth des Symbols I, wie es nach §13,40 
erforderlich wäre, aus + in umzuändern, da der absolute Werth der 
Differenz, welche in (46), (47) den Factor I hat, mit A^ = A^ = y von 
selbst verschwindet. Entsprechendes gilt für die Annahmen f^i = f^s ""= iK 
oder Pj =s ^ = j3 oder i/^ = i/^ = j(J, jedoch für i/^ == v, «= /J nur mit 
Bezug auf die Formel (46). Denn wenn die Punkte Pj und Pg mit 
Vi = v^=» ß (ohne dass zugleich ^^ = ^ = jS ist) ungleichseitig, also 
auf der concaven Seite verschiedener Zweige der Focalhyperbel liegen, 
so befinden sich zwischen ihnen zwei Punkte der Focalhyperbel, sodass 
die Voraussetzungen von Satz 11 nicht erfüllt sind. 

Es seien nun zwei ungleichnamige Focalpimkte J5 = A, /J, ß und 
C = y^y^v (vgl. § 6, zu 11) gegeben, die zunächst nicht beide in der 
xy- oder beide in der rrjsr -Ebene liegen sollen. Dann befindet sich zwischen 
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B und C nach § 14, 43 kein weiterer Focalpunkt und ist die Cha- 
rakteristik in der Richtung von B nach C stets (-j f-) bei gleich- 
seitiger und (-j +) ^^^ ungleichseitiger Lage beider Punkte. Es 

folgt daher aus Satz I und 11: 

Bc= + (VcT^x— y^=^ — (i/^="/3 — y^^y) + (y^^+i/cr=^ 

und damit der Satz: 

m. Diß absolute Enifemung zweier ungleichnamiger FocalpimTde 
B = k, ß, ß u/nd C = y,yfV ist: 



(48) BC = ya — X +ya — v, 

wo das obere Zeichen bei gleichseitigery das unlere bei ungleichseitiger Lage 
beider Punkte gut 

Die Formel (48) gilt nach dem vorhin Bemerkten auch, wenn 
beide Punkte JB, C in der ersten oder zweiten Hauptebene liegen, falls 
sich kein Focalpunkt zwischen ihnen befindet. In der ^y-Ebene ist 
aber (vgl. Fig. 1) J5C die Verbindungslinie eines Pimktes C der Focal- 
ellipse mit einem der Scheitelpunkte B^ und B^' der Focalhyperbel, 
sodass zwischen beiden kein Focalpunkt vorhanden sein kann. In der 
a;;2f-Ebene ist (vgl. Fig. 1) BC die Verbindungslinie eines Punktes B 
der Focalhyperbel mit einem der Scheitelpunkte der FocaleUipse, dem 
mit B gleichseitigen Gq oder dem mit B ungleichseitigen C^. Zwischen 
B und Cq liegt kein Focalpunkt, dagegen zwischen B = ky ß, ß und 
Co = y, y, i; ein Punkt der Focalhyperbel. Es ist aber BCq in dem 
confocalen Kegelschnittsystem (9,y) der o^jer -Ebene die imgleichseitige 
Focaldistanz des Punktes B : A" = A, ft" = ß (vgl. § 6, IV), also (vgl. 
Anm. 1, 15): 

Da dieser selbige Werth mit v ^== ß und dem unteren Vorzeichen aus 
der Formel (48) hervorgeht, so ist deren unbeschränkte Giltigkeit fest- 
gestellt. 

Eine Folge des erhaltenen Resultates sind drei Sätze, welche die 
Dupin' sehen Focodeigenschaften der Focaikegelschnitte*) heissen. 

Sind zuerst JB == A, /3, j3 und B = A', jS, ß zwei ungleichseitige 
feste Punkte der Focalhyperbel und 0= y^y^v der laufende Punkt 
der FocaleUipse (vgl. Fig. 12), so ist nach (48) 



CB = ya — X+ya^v, CJB'=ya — A' + Va — i/. 



•) Vgl. Dupin, a. § 3 a. 0., S. 280. 
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wo die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, jenachdem C mit B 
oder mit B' gleichseitig liegt. Dass die Summe 



(49) OB + OB' =ya — A +ya — A' 

von V unabhängig ist, giebt den Satz: 





Fig. 18. 



Fig. 12, c. 



rV. Die Summe der Enifermmgen jedes beliebigen Punktes der 
FocaleUipse von zwei ungleichseitigen festen Punkten der Focalhyperbel 
ist dieselbe.' 

Dieser Satz wurde bereits in § 18 unter [IQ, /J,/3] aufgeführt. 

Sind dagegen JBi = Aj, /J, /3 und J?^ = Ag, /3, /3 zwei gleichseitige 
Punkte der Pocalhyperbel und C = y, y, v der laufende Punkt der 
FocaleUipse (vgl. Fig. 12, c), so wird nach (48) 

CBi =yr=Ti +]/r^v, CB^ =)/a — Aa+j/a — v, 

wo die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, jenachdem C mit B^yB^ 
gleichseitig oder ungleichseitig liegt. Dass die Differenz: 



(49, c) CB^ — CB^ =^ya — Xi — ]/« — A^ 

von V unabhängig ist, giebt den Satz: 

V. Die Differenz der Entfernungen jedes beliebigen Punktes der 
FocaleUipse von zwei gleichseitigen festen Punkten der Foccdhyperbd 
ist dieselbe. 

Sind endlich C^ == y, y, v^ und G^ = y, y, v^ zwei feste Punkte 
der FocaleUipse imd B = X, ß, ß der laufende Punkt der Pocalhyperbel 
(vgl. Fig. 12,&), so wird nach (48) 



BC^ =)/« — X+Ya — i/i, BC^ =ya — X+Y^ 



u 



i) 



Stande, Fooaleigenschaften der Flächen 2. Ordnung. 
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Fig. 12,6. 



WO in jeder Formel unabhängig von der anderen das obere oder untere 
Vorzeichen gelten kann. In jedem Falle ist die Differenz: 

(49,6) BC^ — BG^ = +ya — v^ +"|/cr=^ 

Yon X imabhängig und wechselt 
nur ihr Vorzeichen, wenn B von 
einem Zweig der Focalhyperbel 
auf den anderen übergeht. 

VI. Die Differene der Entfer- 
mmgen jedes bdidngen Fwnktes der 
Focalhyperbel von swei festen Punk- 
ten der FocaleUipse ist ihrem cüh 
soluten Werthe nach dieselbe, 

Satz IV geht mit B = Bq und 
B' = Bq in die gewöhnliche Focal- 
eigenschaft der Ellipse, Satz VI 
mit Ci = Gq und Oj = Cq in die 
gewöhnliche Focaleigenschaft der Hyperbel über, Satz V wird mit 
5*1 = J?2 = Bq trivial. 

Bei der ersten speciellen Form der Focalkegels chnitte lösen sich 
die drei Sätze in die Bemerkung auf, dass die Entfernung des lau- 
fenden Punktes G des Focalkreises c von einem festen Punkte B der 
Focalaxe b eine unveränderliche Entfernung hat (vgl. Fig. 1'). 

Bei der zweiten speciellen Form gehen sie in selbstverständliche 
Sätze über, welche sich auf drei Punkte der x-Axe beziehen (vgl. Fig. 1"). 

§ 21. Die Länge der gebrochenen Focaldistanzen. 

Indem wir uns zur Bestimmung der Länge der gebrochenen Focal- 
distanzen wenden, betrachten wir zuerst ihre Anfangsstücke. Diese 
enthalten, so oft der laufende Punkt P(F') ausserhalb der Ebenen 
der Focalkegelschnitte liegt, nach (44) und (45) zwischen ihm und 
dem Gleitpunkte keinen Focalpimkt. Ihre Länge bestimmt sich daher 
mittels der beiden Sätze § 20, I und 11. 

Um gleich beide Lagen P und P' des laufenden Punktes zu um- 
fassen, denken wir uns unter P und P' zwei Punkte, die Spiegelbilder 
voneinander in Bezug auf die y^gf-Ebene sind (wie auch in den beiden 
Figuren 11 angenommen ist), also nach § 6, 11 dieselben elliptischen 
Coordinaten haben. Wegen der Symmetrie der Focalkegelschnitte in 
Bezug auf die j/jer-Ebene gilt dann dasselbe auch von den gleichnamigen 
Gleitpunkten der gebrochenen Focaldistanzen beider Punkte P und P', 
sodass wir die elliptischen Coordinaten der betreffenden Punkte (vgl. 
Fig. 11) folgendermaassen bezeichnen dürfen: 
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wo die Punkte der oberen und die der unteren Zeilen je zusammen- 
gehören und die eingeklammerte Möglichkeit bei C3', C3 nach § 15, IV 
zu berücksichtigen ist. Die Charakteristiken der Anfangsstücke der 
gebrochenen Focaldistanzen (45) sind nun nach § 19, I und § 13, 37 
in der Richtung von P nach dem Gleitpunkte: 

Das doppelte dritte Vorzeichen in den Charakteristiken tritt wie in 
§ 20, n bei ungleichseitiger Lage der betreffenden Punkte auf. Nach 
§ 20, I und n ist nunmehr: 

PO, = p'o; = + (i/r=l -y7^-(y^=j-y7^) 

-ivr- 



V 



ya — V J , 



+ {y^^ + (-) y^^^) 

PS, = p' B/ = + (y^^^T— y^^^) + (y^^ — ys^) 

— (ya^v —ycT^) 



PBi' = p'B^ = + (y« — A — y« — Äj + (y« — (i — y« — ß) 

WO in der zweiten Formel dem eingeklammerten Buchstaben links das 
eingeklammerte Vorzeichen rechts entspricht. Die Ausdrücke redu- 
ciren sich auf: 

PC, = p'o; = +yr^l — ]/r=7 



(50) 



— Ya — V +]/« 



Va 



+ Ycc — v + (—))/« — 1/3 

PÄ = p' JB/ = +)/^^i +y^^ 



'2 



— )/a — v — y« — Ag 



PJ?/= P'J?i = +]/«_ A +]/« — ft 



-}- y« — V — Y^ — ^1 • 



6 



84 1- Abschnitt. Die Focaleigenschaften der EUipsoide und Hyperboloide. 

Fällt der Punkt P, auf den wir uns hierbei beschränken^ in die xy- 
oder trj8f -Ebene, so gilt die Ableitung der Formeln (50) nach der in 
§ 20 zu I und n gemachten Bemerkung ohne weiteres, so oft sich 
zwischen P und den betreffenden Gleitpimkt nicht ein Focalpunkt 
einschiebt. 

Dies ist für k = y (vgl. Fig. 11, X = y) bei keinem der vier An- 
fangsstücke PQ, PC^{C^\ PB^, PB^', für ft = y (vgl. Fig. 11, (i = y) 
bei den beiden ersten nicht der Fall, sodass die bezüglichen Formeln 
(50) in Kraft bleiben. Dagegen wird die Ableitung der beiden letzten 
Formeln (50) unbrauchbar, da im Gegensatz zu der dabei gemachten 
Voraussetzung zwischen P und B^ === Bq der Focalpunkt C^, zwischen 
P und B^=Bq der Focalpunkt C^{C^ liegt. Statt nun die so ent- 
stehenden zwei Abschnitte der Strecken PB^ und PB^ einzeln nach 
§ 20, I und n zu berechnen und zu addiren, können wir die ganzen 
Strecken sofort als Focaldistanzen des Punktes A*, fi* = A, v (vgl- 
§ 6, IV) in dem elliptischen Coordinatensystem der ajy-Ebene angeben 
(vgl. Anm. I, 15): 



PB^=^PB^=ya—k —Ya—Vy PB;:==PB^=ya—X +>/«— t/ . 

Darnach bleiben aber die letzten Formeln (50) auch jetzt bestehen, da sie 
sich mit ^ = y, A^ = y, Ag = y auf die eben angegebenen Ausdrücke 
reduciren. Ist endlich P ein Punkt der Focalellipse, so wird die obige 
Ableitung der Formeln (50), welche die vier Focalstrahlen -j- /i des 
Punktes P benutzt, hinfällig. Dagegen ist (vgl. Fig. 11, A = /t = y) 
jetzt PG^ = 0, POg = 0, während PB2 und PJB/, wie oben, als 
Focaldistanzen des Punktes A*, ft* = y, v in der Ebene sich ergeben. 
Die Formeln (50) entsprechen auch jetzt, da in ihnen A == fi = y, 
1/3 = 1/4 = 1/, Ai = Ag = y zu setzen wäre, diesen Anforderungen. 

Im Gebiete 11 = ß der a;;? -Ebene (vgl. Fig. 11, 11 = ß) liegt 
wieder zwischen P imd C^ = CJ,, sowie zwischen P imd C3' = Cq 
ein Focalpunkt, sodass die Ableitung der beiden ersten Formeln (50) 
hinfällig wird. Als Focaldistanzen des Punktes A", /t* • = A, 1/ in dem 
elliptischen Coordinatensystem der a?jgf -Ebene (vgl. § 6, IV) sind aber: 



pc^=pc^=ycc—x—ya—v, pc^'=pc^'=Yir^+yir^^, 

was auch aus den beiden ersten Formeln (50) mit jt = i/g = 1/4 == /J 

und dem ersten Vorzeichen von y« — i/g sich ergiebt. Die beiden 
letzten Formeln bedürfen eines anderweiten Beweises nicht. 

Im Gebiete v = ß der aJjSf -Ebene (vgl. Fig. 11, 1/ = /3) gelten die 
drei ersten Formeln (50), da zwischen P und dem betreffenden Gleit- 
pimkt kein Focalpunkt Hegt; es ist nur v =^ v^ = v^ = ß und das 
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eingeklammerte Vorzeichen von ]/« — i/g zu nehmen. Dagegen wird 
die Ableitung der vierten hinfällig, da sich zwischen P und B^ 
ein Focalpunkt einschiebt. Es ist aber in dem ebenen elliptischen 
Coordinatensystem A**, ft**, wo P und JB/ die Coordinaten A", fi"=A,ft 
und = Aj, ß haben: 

wie auch die vierte Formel (50) mit v = ß richtig ergiebt. 

Ist endlich P auf der Pocalhyperbel gelegen (vgl. Fig. 11, ii = v = ß\ 
so sind die Formeln (50) von neuem zu begründen, da P nicht die 
dort vorausgesetzten vier Focalhalbstrahlen + /J, sondern unendlich 
viele besitzt. Das Anfangsstück PC^^^ PCq hat hier als gleichseitige 
Focaldistanz des Punktes A", ft" = A, ß in der Ebene die Länge: 

po^ = pCo = y^^A — yr=^, 

was aus der ersten Formel (50) mit ^ = v = v^ = /} richtig hervor- 
geht. Femer ist C^(C^ völlig unbestimmt, aber doch die zweite 
Formel (50), die sich mit ii = v = ß auf: 

reducirt, nach (48) immer giltig. Auch die dritte Formel, in der 
A2 = A, f( = i/ = /} zu setzen wäre, giebt damit PB^ = 0, wie denn 
auch JBg mit P zusammenfällt. Endlich ist, wie eben bei v = ß, (i=if==ß: 

was auch die vierte Formel (50) mit ^ = v = ß giebt. 

Die Formeln (50) geben also die Längen der Anfangsstücke der ge- 
brochenen FocaMistangen ausnahrnlos für jede Lage des Punktes A, (t, v 

Die Endstücke der gebrochenen Focaldistanzen verbinden nach 
§ 19,45 die Gleitpunkte 

C4 = y,y,n, C,\C,)=^y,y,v,, B, = X,,ß,ß, P/= A„ ^, ^ (für P) 

oder 

0^{G^) = y, y, fs, 01= y, y, v^, B, = X,, ß, ß, B,'= A,, ß, ß (för F) 

bezüglich mit den ungleichnamigen Focalpunkten : 

B« = A«, /3, )8, JB«' = A«', ^, ^, C<»=y,y,v«, 0«' = y, y, v«', 

wobei die Symmetrie gegen die y^gf -Ebene im Allgemeinen nicht mehr 
vorliegt, wie bei den Anfangsstücken. Nach (48) ist: 



(51) 



c^B» ==yä=Ä^— yö^^ G, (Cs')B» =yä^^ö — (+)yä=^ 
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Werden nun die Formeln (50) und (51) addirt^ wie sie nach (45) 
zusammeugelioren^ so fallen die Coordinaten aller Gleitpunkte heraus 
und zeigt sich, dass die Längen von r, r , 5, s' sich für die Punkte P 

und P' nur im Vorzeichen von ^a — v imterscheiden, ein Unterschied, 
der wieder verschwindet, so oft mit v = a die Trennung der Punkte 
P und P' aufhört. Auf diese Weise erhalten wir das Gesammtresultat: 
Tüß (ibsolutm Längen der vier gebrochenen FoccMistanzen eines 
Punktes P = A, ft, v von den vier festen FocdlptmJcten B^ = A®, /J, /5, 
J50' = A«; ß, ß, C^ = y, y, l/^ C^' = y, y, v«' sind: 



(52) 



r =ya — A —Ya — fi —l/a — v +)/a - X^' 

/ =yr^i _]/r^ +yä"=^ +i/^^t^' 



s' =]/r^i +i/r=^ -^y^T^v — y^=^' 



m;o rfie Qao/drai/umrgd ]/a — v positiv oder negativ m nehmen ist, je- 
nachdem P mi* JB**, C^ oder mi^ JB®', C^' gleichseitig liegt. 

Die Formeln gelten ausnahmhs für jede Lage des Punktes P. 

Durch Annahme der besonderen Werthe A® = A®' = y, v® = v®' = /J, 

welche zu B^ = B^, B^' = Po'; ö*" = C^o; C''*' = ^o gehören, folgt 
der speciellere Satz: 

Die absoluten Längen der vier gebrochenen HauptfocoMistamen eines 
Punktes P = A, fi, 1/ sind: 



(53) 



rQ =ya — A — ]/« — ft — y« — V -^-Ycc — y 
Tq =^ya — A — ]/« — ^ +]/a — v +V^^ — y 

«0 =]/« — A +ya — ft — Ya — V — y« — ß 
.s; =yr=^ +y^^ +yc^^^ -yr=^ , 



w;o die Qtmdratumrzd y« — v positiv oder negaäv ist, jenachdem P aw/* 
tfer /Seife derjenigen Haupfbrennpunkte liegt^ auf die sich r^, 5^, oder der- 
jenigen, auf die sich r^, Sq beziehen. 

Die gefundenen Formeln, welche sich auf das allgemeine System 
der confocalen Ellipsoide imd Hyperboloide (vgl. Fig. 4) und die zu- 
gehörigen elliptischen Coordinaten A, ft, v beziehen, gelten, wie wir 
an (53) zeigen wollen, auch für die drei speciellen confocalen Systeme 
und zugehörigen elliptischen Coordinaten. Dabei bedarf es der in § 5 
behandelten Grenzübergänge von den allgemeinen zu den speciellen 
Systemen nicht, sondern können die dortigen Substitutionen (13'), (13"), 
(13'") direct mit 6 = gebraucht werden. 



4. Capitel. Die Theorie der gebrochenen Focaldistanzen. § 21. 87 

Für das erste spedeUe confocale System (vgl. Fig. 4') geht nämlich 
aus (53) mit ß = v = a hervor: 



\ So = So =Vcc — X+ya — (i. 

In der That fallen (vgL Fig. 11') r^ und r^', Sq und Sq je in die unter 
§ 19, IV' definirten gebrochenen Hauptfocaldistanzen zusammen. Dass 
diese aber die Längen (53') haben, folgt daraus, dass jetzt (vgl. § 6, zu 17) 
A, (i die elliptischen Coordinaten des Punktes P in seiner Meridian- 
ebene sind: Das Anfangsstück PC^ (vgl. Fig. 11') hat als gleichseitige 
Focaldistanz in der Meridianebene (vgl. Anm. I, 53®) die Länge 

Ya — A — Ya — ft und das Endstück 0^0 als Badius des Focalkreises 

§ 2,8' die Länge]/« — y; femer kann 5^, obwohl (vgl. Fig. 11') im 
Allgemeinen gebrochen, doch nach der § 20, Ende erwähnten Dupin- 
schen Focaleigenschaft von Focalkreis und Focalaxe, ebensogut über 
B^ geradlinig fortgesetzt, also mit der imgleichseitigen Focaldistanz 

in der Meridianebene von der Länge ]/« — A -j- Y^ — i* identificirt 
werden. Von der dritten elliptischen Coordinate i/' (vgl. § 6, zu 17') 
sind ^Q, Sq unabhängige 

Für das zweite specieUe confoccde System (vgl. Fig. 4") geht aus 
(53) mit /3 = fi = y hervor: 

(53") \r,=s,=Y^=l-Y^=~v 

In der That fallen (vgl. Fig. 11") Tq und s^, r^' und Sq je in die unter 
§19, rV" definirten ungebrochenen Hauptfocaldistanzen zusammen. 
Dass diese die Längen (53") haben, bestätigt sich dadurch, dass jetzt 
(vgl § 6, zu 17") A, V die elliptischen Coordinaten des Punktes P in 
seiner Meridianebene und r^, Tq seine beiden Focaldistanzen in ihr 
sind (vgl. Anm. I, 53*^); von der dritten elliptischen Coordinate (i sind 
sie unabhängig. 

Für das dritte specieUe confocale System (vgl. Fig. 4'") geht aus (53) 
mit y = ft = /3 = i; = a hervor: 



(53'") r„ = < = So = So' =}/« - ^> 

die absolute Entfernung des Punktes P mit den elliptischen Eugel- 
coordinaten A, ft', i/' (vgl. § 6, zu 17'") vom Centrum. 
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§ 22. Die Fooaleigensoliaft des EUipsoides. 

Je zwei gebrochene Focaldistanzen eines Punktes P = l^ ^i, v, 
deren Winkel (vgl. § 19, V) von der Normale | des EUipsoides l hal- 
birt wird, haben nach (52) eine von fi und v unabhängige Summe: 

(54) { == ^=^ _ 

Eine solche Summe besitzt für zwei verschiedene Punkte A, /x, v 
des Baumes (vgl. § 6) immer dann und nur dann denselben Werth, 
wenn diese auf demselben EUipsoide A des confocalen Systems (§ 4, 12) 
Uegen. Da aber nach § 2 jedes dreiaxige EUipsoid einem solchen 
System angehört, ergiebt sich der folgende aUgemein gütige Satz: 

I. Für jeden Punkt eines dreiaxigen EUipsoides ist die Summe zweier 
ungleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Focaldistanzen dieselbe und 
wird der Winkel beider Distanzen von der Normcde des EUipsoides 
haUyirt. 

Werden hier an SteUe der auf vier beliebige Pocalpunkte J5®, S^\ 
C^y C^' bezügUchen gebrochenen Focaldistanzen die gebrochenen Haupt- 
focaldistanzen eingeführt, also A® = A^' = y, v^ = v^' = ß genommen, 
so nehmen die Gleichungen (54) die specieUere Form an: 

^0+ V = 21/^^1 +-VT^Y -VT^ 



(55) 1^0+^0- 



V + 5o = 2]/« - A +yir^=^ -]/a - ß , 

aus der aber mit Bülfe der Dup in 'sehen Focaleigenschaften der Focal- 
kegelschnitte die aUgemeinere wieder hergeleitet werden kann. 

Da nämlich (vgl. Fig. 11) JS® und Bq zwei gleichseitige Punkte 
der Focalhyperbel sind, so ist nach § 20, 49,c unabhängig von C^: 

da femer C^' und Gq zwei Punkte der FocaleUipse und beide mit B^ 
gleichseitig sind, so ist nach § 20, 49, 6 

Die Verbindung beider Formeln giebt (vgl. Fig. 11): 



pc^B^ + PB^c^' = pc^B^ +ya — A« — yir=^ 

oder nach (45): 



r + 5' = ^0 + 5o' — Ya—y+ycc—ß+Ya — A^ — y^^^=^<>"'. 

Hieraus aber geht unter der Voraussetzung der ersten Formel (55) die 
erste (54) hervor. Die analogen Beziehungen finden für die Lage P' 
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Fig. 13. 



(vgl. Fig. 11) des laufenden Punktes, sowie für die zweiten Gleichungen 
(55) und (54) statt. 

n. Die Eigenschaft (54) des Ellipsaides ist daher eine Combination 
der specielleren Eigenschaften (55) mit den Dupin'schm Focaleigenr 
Schäften der FocalkegelschniUe, 

Wir können daher die 
allgemeine Focaleigenschaft 
des Ellipsöides in den Glei- 
chungen (55) erblicken, 

welche, da 2]/ä"=~X = SS' 
die Hauptaxenlänge, 

2}/7^ß = -Bo-Bo' 
die kleine und 

die grosse Hauptbrennweite 
(ygl. § 1) der Fläche sind, in 
Worten lautet (vgl. § 19, V): 

in. Für jeden Punkt 
des Ellipsöides ist die 
Summe zweier ungleich- 
seitiger ungleichnamig 
ger gebrochener Haupt- 
focaldistanzen (r^ + Sq 
oder r^ + s^ gleich der 
Hauptaxenlänge (SS') des 
Ellipsöides^ vermehrt um 
die halbe Differenz sei- 
ner beiden Hauptbrenn- 
weiten (CqCq und JBqBq) und wird der Winkel beider Distanzen 
von der Normale (|) des Ellipsöides halbirt (vgl. Fig. 13). 

Die Focaleigenschaft HI des Ellipsöides vereinigt in sich die ein- 
fachen und einen Theil der zusammengesetzten Focaleigenschaften der 
beiden elliptischen Hauptschnitte in der iry-Ebene und a; je; -Ebene. 

Der Hauptschnitt z = des EUipsoides A (vgl. Fig. 14) ist eine 
Ellipse, welche dessen innere Hauptbrennpimkte JB^, Bq als Brenn- 
punkte hat und ausserhalb der Focalellipse c liegt (vgl. § 3). Für 
einen Punkt P des Hauptschnittes sind nach Fig. ll,/i==y die ge- 
brochenen Hauptfocaldistanzen r^ = P JB^ und r^ = PBq die directen 
Verbindungslinien des Punktes mit den Brennpunkten Bq und B^'- 
Mit r^ und r^ fallen zugleich die Anfangsstücke der gebrochenen 




Flg. 14. 
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Hauptfocaldistanzen Sq = PBqCq und Sq = PBqCq (in Fig. 14 sind 
nur Tq und Sq gezeichnet) zusammen^ deren Endstücke^ unabhängig 
vom Punkte P des Hauptschnittes in BqCq und Bq'Gq fallend, die 

Länge : "j/a — y — "j/a — ß haben. Mit Unterdrückung dieser Grösse 
geben also beide Gleichungen (55) die Focaleigenschafb : 

PB^ + PB^' = 2yr=i 

der Ellipse. 

Der Hauptschnitt y = des Ellipsoides l (vgl. Fig. 14) ist eine 
Ellipse, welche dessen äussere Hauptbrennpunkte Cq, Cq als Brenn- 
punkte hat und von der Focalhyperbel h in dessen Ereispunkten ge- 
schnitten wird. Für einen Punkt P des Hauptschnittes ist die Be- 
deutung der Gleichungen (55) eine verschiedene, jenachdem er in dem 
Gebiete fi = ß zwischen beiden Zweigen der Focalhyperbel oder in 
einem Gebiete v = ß rechts vom rechten oder links vom linken 
Zweige liegt. Im Gebiete (1 = ß sind die gebrochenen Focaldistanzen 
Sq = PCq und Sq' = PCq nach Fig. 11,/li = /3 die directen Distanzen 
des Punktes P (in Fig. 14 sind P, Sq, Tq für diesen Fall mit 
Horizontalstrichen versehen) von den Brennpunkten Cq und Gq. Mit 
Sq imd Sq fallen zugleich die Anfangsstücke der gebrochenen Focal- 
distanzen Tq = PCqBq und Vq = PCqBq zusammen, deren Endstücke, 
imabhängig vom Punkte P der betrachteten Abschnitte des Haupt- 
schnittes in BqCq und BqCq fallend, die Länge y a — y — Ya — ß 
haben. Mit Unterdrückung dieser Grösse geben beide Gleichungen (55) 

die Focaleigenschaft 

PGq + PCq' = 2]/cr=^A 

der Ellipse. In einem der beiden Gebiete v = ß, etwa dem rechten, 
bleibt nach Fig. ll,i; = /3 die Bedeutung der ersten Gleichung (55) 
mit Tq = PCqBq imd Sq == PCq dieselbe, während die der zweiten mit 
Tq === PCqBq und Sq = PB^Cq (in Fig. 14 sind P, r^', Sq mit zwei 
Horizontalstrichen bezeichnet und B^ bei dem Gleitpunkt von Sq 
auf b weggelassen) eine andere wird. Die Gleichung lautet nämlich 
mit beiderseitiger Subtraction der vom Punkte P des betrach- 
teten Abschnittes auf dem Hauptschnitte unabhängigen Strecke 

BQ'GQ=y7^+y7^: ^^^^ ^^ 

PCq + PB,Cq = 2]/« - A - 2ya-~ß, 

giebt also eine zusammengesetzte Focaleigenschaft der Ellipse gegen 
die confocale Focalhyperbel, welche wir mit Bücksicht auf die Defini- 
tion von Sq (vgl. § 19, IV) so formuliren können : 

IV. Für jeden Punkt der EUipse innerhalb (cmf der concaven Seite) 
des einen Zweiges einer zu ihr confocoHen Hyperbel ist die Summe der 
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directen und der Mrzesten über den Hyperbehweig genommenen Distanz 
von dem innerhalb des Zweiges liegenden Brennpunkt gleich der Differenz 
der Rawptaocenlängen von EUipse und Hyperbel (vgL den directen Beweis 
Anm. 1, 17, IE). 

Im linken Gebiete v = ß giebt umgekehrt die zweite Gleichung 
(55) die einfache, die erste die zusammengesetzte Focaleigenschaft der 
Ellipse gegen die confocale Focalhyperbel. Wenn der Punkt P, auf 
dem Hauptschnitte laufend, durch einen rechten Ereispunkt aus dem 
Gebiete ft = /S in das rechte Gebiet v = ß übertritt, springt zugleich 
die gebrochene Focaldistanz rQ aus der Lage PCqBq in die Lage 
PCqBq über, indem sie einen Augenblick unendlich viele Formen von 
gleicher Länge hat (vgl. Fig. ll^^ = v = ß). 

Zusanmienfassend haben wir das Resultat auszusprechen: 

V. Für den ersten und die auf den convexen Seiten der Focalhyperbel 
liegenden Stücke des zweiten Haupischnittes geben die beiden Gleichungen (55) 
die einfache Focaleigenschaft der EUipse; für die beiden anderen, auf den con- 
caven Seiten der Focalhyperbel liegenden Stücke des zweiten Hauptschnittes 
giä)t Wechsel/weise die eine Gleichung (55) die einfache und die andere die zu- 
sammengesetzte Focaleigenschaft der EUipse gegen eine confocale Hyperbel, 

Wie die Gleichungen (53), so gelten auch die Gleichungen (55) 
mit /J = a für das erste specielle confocale System (vgl. §5, 12^), in 
welchem das Ellipsoid k als abgeplattetes Rotationsellipsoid auftritt. 
Sie vereinigen sich dann zu der einen Gleichung: 



(55') ^0 + ^0 = 2]/« - A +yi^^=>, 

welche mit der Bedeutung 
des § 19, rV' von r^ und s^ 
den Satz enthält: 

lU'. Für jeden Funkt 
des abgeplatteten Bota- 
tionsellipsoides ist die 
Summe der beiden ge- 
brochenen Hauptfocah 

distanzen (^o + ^o) 9^^i<^^ 
der Hauptaxenlänge (ßS) 
des EllipsoideSy vermehrt 
um diehalbe Hauptbrenn- 
weite (Cq Gq) und wird 
der WinJcel beider Di- 
stanzen von der Normale (|) des Ellipsoides halbirt (vgl. 
Fig. 13'). 




Flg. 18'. 
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Da das Endstück G^O von r^^^VG^O gleich ]/a — y und 5^ an 
Länge stets gleich der directen Entfernung VG^ ist^ so kommt diese 
Eigenschaft des Botationsellipsoides auf die Focaleigenschaft eines 
Meridianschnittes zurück. 

Mit ß = y erhalten wir für das verlängerte Rotationsellipsoid des 
zweiten specieUen confocalen Systems (vgl. § 5, 12") aus den beiden 

Gleichungen (55) die eine Gleichung^ 

(55") r, + r^=2y^^^k, 

welche mit der Bedeutung des § 19, IV" von r^ und r^ den Satz giebt: 

m". Für jeden Funkt 
des verlängerten Rota- 
tionsellipßoides ist die 
Summe der beiden Haupt- 
focaldistanzen (tq + O 
gleich der Hauptaxen- 
länge{ßS)desEllipsoides 
und wird der Winkel hei- 
der Distanzen von der 
Normale (|) des Ellipsoi- 
des halbirt (vgl. Fig. 13"). 
Der Satz ist mit der Focaleigenschaft eines Meridianschnittes un- 
mittelbar gleichbedeutend. 

§ 23. Die Fadenoonstmotion des ElUpsoides. 
Die beiden Focalkegelschnitte b und c seien von dünnem glattem 
Draht hergestellt und durch einen geradlinigen Verbindungsdraht G^Gq 

in der richtigen Lage zu einander 
erhalten. Die Ebene der Focal- 
ellipse werde horizontal, die der 
Focalhyperbel vertical gestellt. Für 
einen Punkt P==X, (i, v, der ober- 
halb jener und vor dieser Ebene 
sich befinde, seien die gebrochenen 
Hauptfocaldistanzen r^ = PG^B^ 
und ^0 = PB, Co (vgl Fig. 15), 
sowie die äussere Normale — ^ 
des Ellipsoides k construirt. Li die 
Lage Bq GqPB^Gq werde nun ein 
unausdehnbarer, vollkommen bieg- 




Fig. 16. 



samer Faden F von der Länge 2l/a — A -{-Ycc — y — )/« — ß gebracht. Li 
den Endpunkten Bq und Gq sei er befestigt, an den Stellen Cg, P und B^ 
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dagegen gleite er ohne Reibung durch kleine Ringe hindurch. Der 
Ring C3 soll auf die vordere Hälffce der Focalellipse^ der Ring B^ auf 
den rechten Zweig der Focalhyperbel aufgesteckt und längs der be- 
treflfenden Curve ohne Reibung verschiebbar sein; an dem Ringe P 
aber sei ein anderweites Fadenstück f festgebunden^ welches derart 
mit der Hand gespannt wird, dass es in die äussere Normale — | des 
EUipsoides A zu liegen kommt. In der so beschriebenen Anordnung 
befindet sich das dreimal gebrochene^ windschiefe Fadenpolygon 
BqC^PB^Cq im Gleichgewicht. Denn da der Faden durch die drei 
Ringe C^, P, B^ &ei gleiten kann^ hat er überall gleiche Spannung 
(vgl. § 16). Daher wirkt der gespannte Faden auf jeden Ring mit je 
. zwei gleichgrossen Spannungen in der Richtung der von dem Ringe 
fortlaufenden Fadenstücke. Die Resultante beider fällt in den Halb- 
strahl, welcher den Winkel dieser Fadenstücke halbirt. Die Halbirungs- 
linie muss daher für die Ringe C3 und B^ in die Normalebene der 
Focalellipse und Focalhyperbel fallen, für den Ring P der Richtung 
— 5 entgegengesetzt sein. Diese drei für das Gleichgewicht des Faden- 
polygons nothwendigen und hinreichenden Bedingungen sind bei der 
vorausgesetzten Anordnung erfüllt. Die letztere beschrankt sich des- 
halb auf einen Punkt P im vorderen, oberen Raumquadranten, weil 
das geradlinige Drahtstück das Ueberschreiten der Stellen Cq und Cq 
durch den Ring O3 und der Stelle Bq durch den Ring B^ verhindert. 
Da nun nach § 19, HI für jeden Punkt P des EUipsoides A mit Aus- 
nahme der beiden rechten Kreispunkte die gebrochenen Focaldistanzen 
Tq und Sq eindeutig bestimmt sind und nach § 22, 55 immer dieselbe 
Summe haben, so gehört m jedem Punkt P des EUipsoides X im er- 
wähnten Baumquadranten f ausser dem reckten Ereispunkte, bei der ge- 
gd)€nen Anordnu/ng eine bestimmte Gleichgewichtslage des Fadens F. 

Um die eine dieser Gleichgewichtslagen in eine benachbarte über- 
zuführen, braucht nur die Richtung des spannenden Fadens/* ein wenig ver- 
ändert zu werden. Denn sobald dies in der zuerst betrachteten Gleich- 
gewichtslage geschieht, ist die Resultante der drei auf denRingP wirkenden 
Kräfte nicht mehr null und setzt sich der Ring P und mit ihm im 
Allgemeinen auch die beiden anderen Ringe G^ und B^ in Bewegung. 
Kommt aber das so verschobene Fadenpolygon BqC^PB^Cq in einer 
neuen Lage wieder zu Ruhe, so muss es wieder in die Hauptfocal- 
distanzen r^ und Sq der neuen Stelle P fallen und dieser auf dem 
EUipsoid A liegen. Denn da nach eingetretenem Gleichgewicht die 
oben erwähnten drei Bedingungen erfüllt sind, so ist zuerst B^C^P 
eine Gleichgewichtsdistanz (vgl. § 16, Anfang) der Punkte Bq und P 
über die Focalellipse c und PB^ Cq eine solche über den rechten Zweig 



94 1- Abschnitt. Die Focaleigenschafben der Ellipaoide und Hyperboloide. 

der Focalhyperbel b. Gleichgewichtsdistanzen der letzteren Art giebt 
es nach § 17, 1 nur eine einzige, eben r^'; ^^n der ersteren Art kann 
es nach § 18, 1 zwei geben, von denen aber nur eine, eben 5q, ihren 
Gleitpunkt auf der vorderen Hälfte der Focalellipse hat. Da n un für 
den Punkt P die Su mme r^' + ^o ^®^ gegebenen Fadenlänge 2)/a — A 
+ya — y — Ya — ß gleich ist, liegt er auf dem Ellipsoide X. In Folge 
der dritten Gleichgewichtsbedingung endlich, die sich auf den Bing P 
bezieht, fallt der Faden f auch in der neuen Lage wieder in die äussere 
Normale — | des EUipsoides A, welche der Halbirungslinie der Anfangs- 
stücke von Tq und $^ entgegengesetzt ist. 

Ist daher das Fadenpokjfgon hei der gegebenen Anordnung im Gleich- 
gewicht^ so ist sein mitäerer Edq^nJct P stets ein Ptmkt des EUipsoides 
X und f dessen äussere Normale. 

Die Focaleigenschaft des Ellipsoidea liefert daher folgende Faden- 
construction des EUipsoides aus seinen Focalcurven: 

I. Gleitet ein in den zwei ungleichseitigen fmgleidinamigen Haupt- 
hrenwpmkten Bq und Cq befestigter Faden (vgl. Fig. 15) nächst dem 
Endpunkte B^ durch einen auf der FocaMlipse verschiebbaren Bing Cj 
tmd nächst dem Enc^nkte Cq du/rch einen auf dem rechten Foccdhyperbelr 
ssweige verschiebba/ren Bing B^ und zwischen diesen beiden Gleitpunkten 
du/rch einen von einem zweiten Faden f gespannten Bing P, so beschreibt 
der Bing P bei fortgesetzter Bichtwngsänderung des spannenden Fadens f 
die Oberfläche eines EUipsoides und durchläuft f dessen äussere Normeden. 

Wir könnten auch gleichzeitig einen zweiten Faden P" von der- 
selben Länge, wie P, in den anderen Hauptbrennpunkten Cq und Bq 
befestigen, nächst dem Endpunkte Cq' durch einen Ring P^' (vgl. Fig. 11) 
auf dem linken Focalhyperbelzweige und nächst dem Endpunkte Bq 
durch einen (rechts von Cg) auf der vorderen Hälfte der Focalellipse 
laufenden Ring C4 und zwischen beiden Punkten B^ und (7^ durch 
den vorhin benutzten Ring P gleiten lassen, ohne dass dadurch die 
Bewegung von P eine Einschränkung erführe. Die beiden Fäden F 
und P' zusammen würden immer die vier Hauptfocaldistanzen (vgl. 
Fig. 13) des laufenden Punktes P bezeichnen. 

Zurückkehrend zu Satz I, wenden wir diesen noch auf die beiden 
ersten Hauptebenen an. Bewegt sich P in der Ebene der Focalellipse, 
so bleibt der Ring Pg (vgl. Fig. 15) an der Stelle Bq liegen und geht 
der Faden F durch den Ring Cg gestreckt hindurch (vgl. Fig. 14, P), 
sodass sich die Fadenconstruction der Ellipse mit den Brennpunkten 
Bq und Bq ergiebt. 

Bewegt sich P in der Ebene der Focalhyperbel, etwa von dem 
linken Scheitelpunkte 8' des EUipsoides X längs der oberen Hälfte des 
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Hauptschnittes bis zu dem rechten Kreispunkte^ so liegt der Bing C^ 
(vgl. Fig. ll,fi = /3) an der Stelle G^ fest und geht der Faden J' dureh 
den Ring B^ gestreckt hindurch (vgl. Fig. 14, P). Wir haben es also 
mit der Fadenconstruction der Ellipse aus den Brennpunkten C^ und 
Cq zu thun. Im rechten Kreispunkte wird aber (vgl. Fig. ll,ft = v = /3) 
die bis dahin bestimmte Gleichgewichtsdistanz r^ unendlich vieldeutig. 
Es muss dann, indem P in dem Ejreispunkte festgehalten wird, der an 
der Stelle Cq befindliche Bing Cg über die vordere Hälfte der Focal- 
ellipse nach Gq herumgeschoben werden, was nach § 18, [III, /3, ß] bei 
unveränderter Fadenlänge möglich ist. Von dem Kreispunkte bis zu 
dem anderen Scheitel 8 des Ellipsoides k haben wir dann eine andere 
auf § 22, IV beruhende Fadenconstruction der Ellipse, bei welcher der 
King Cg (vgl. Fig. 14, r^') an der Stelle G^ festliegt und der^ beweg- 
liche Theil des Fadens F das Dreieck PB^G^ (vgl. Fig. 14, PCo + So) 
bildet. Bei dem zweiten vorhin eingeführten Faden F' würde für den 
betrachteten Theil des Hauptschnittes die gewöhnliche Fadenconstruction 
der Ellipse vorliegen. 

Bei der wirklichen Ausführung der Gonstruction an einem Draht- 
modell*) ist es besser, die Binge G^ imd B^ wegzulassen und, indem 
man die Bewegung des Pimktes P auf den oberen vorderen Baum- 
quadranten beschränkt, die Gleitpunkte G^ und B^ dadurch an Focal- 
ellipse und Focalhyperbel zu binden, dass der Faden bei G^ unten um 
die FocaleUipse und bei B^ hinten um die Focalhyperbel herumgeführt 
wird. Es ist dann nur bei der Gonstruction der oberen Hälfte des 
zweiten Hauptschnittes auf einen Umstand zu achten: Liegt nämlich 
Cjj zuerst in G^ und läufk P vom linken Scheitelpunkt S bis zu dem 
rechten oberen Kreispunkt Ky so haben wir nunmehr zwei Möglich- 
keiten, die Gonstruction fortzusetzen. Entweder wir legen, wie vorhin 
bei Anwendung der Binge G^ und B^ , indem wir P in Ä" festhalten, 
den öleitpirnkt G^ von G^ nach G^ herum und lassen dann P vor 
dem rechten Hyperbelzweig nach rechts vorbeigehen, worauf der be- 
wegliche Theil des Fadens das in Fig. 14 zu P gehörige Dreieck 
bildet; oder aber, wir lassen Gj in G^ liegen und führen P hinter 
dem rechten Hyperbelzweig nach rechts weiter, worauf der bewegliche 
Theil des Fadens die beiden Geraden G^P und PG^ bildet. Dieses 
letzte Verfahren hat den Vortheil, dass es auch für das Stück K8 des 
zweiten Hauptschnittes die gewöhnliche Fadenconstruction der Ellipse 
aus den Brennpunkten Cq, G^ bietet, aber es entspricht nicht mehr 



*) Das erforderliche Modell liefert die Yerlagshandlung von L. Brill in 
Darmstadt unter Nr. 110 ihres Modellcatalogs. 
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der zweiten^ sondern der ersten Gleichung (55) und auch dieser nur 
dann, wenn wir uns das fest bleibende Fadenstück CqBq nach BqC^ 
verlegt denken. 



§ 24. Die Fooaleigensohaffc des einsohaligen Hyperboloides. 

Je zwei gebrochene Focaldistanzen eines Punktes P = A, fi, v, 
deren Nebenwinkel (vgl. § 19,V) von der Normale rj des einschaligen 
Hyperboloides ft halbirt wird, haben nach (52) eine von v und A un- 
abhängige Differenz: 



(56) 



s — r = 2ycc — ii—ya—k''—ya — v^ 



[s'—/=2ya—ii — y«— x^ — y« —jfi' . 



Eine solche Differenz besitzt far zwei verschiedene Punkte A, ft, v 
immer dann und nur dann denselben Werth, wenn sie auf demselben 
einschaligen Hyperboloid des confocalen Systems § 4, 12 liegen, woraus, 
wie in §22 an entsprechender Stelle, allgemein folgt: 

I. Für jeden Pmikt eines einschaiigen Hyperboloides ist die Differenz 
zweier gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Focaldistanzen dieselbe 
tmd wird der Nebenwinkel beider Distanzen von der Normale des Hyper- 
boloides halbirt. 

Mit A« = A^' = y und v« = v«' = /J folgen aus (56) die speciel- 
leren Gleichungen: 



(57) 



«0 — »"o = 2}/« — ^ — y« — y — y« — ß 
iv- r„'= 2}/^=^ -y7^ -y7^ , 



aus denen aber mit Hilfe der Dup in 'sehen Focaleigenschaften die all- 
gemeineren wieder hergeleitet werden können. Nach § 20, 49, c und 6 
ist immlich, wie in § 22 (vgl. Fig. 11): 



c^jB» - c^Bo = y^^=rr> -yä 



B^ c» — 5, Co — y^^^^v» +y<^^ 

und darnach: 

p^s, c» — pc^B'' = PB, Co — ys=^ + y7^ 

— PC4B0 — y^=x» + y^^ 

oder nach (45): 

s — r = So — ro + V« — y + y«^ — yä=I« — yS=P, 

woraus mit Voraussetzung der ersten Gleichung (57) die erste (56) 
wiederum hervorgeht. So schliessen wir allgemein: 
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n, Die Eigenschaft (56) des emsck^Uigen Hyperboloides ist dm 
CombinaMon der Eigensi^ß (67) mit den Dupin' sehen Foccdeigensdiaftea 
der Focalkegelschnitte. 

Die Focaleigenschait des einBchaligen Hyperboloides liegt also 
wesentlich in den Gteichungen (57), welche, da 2^« — p die Haupt- 
azenlänge (vgl. § 33, bei m) ist, in Worten lautet: 

in. Für jeden Punkt 
des einschaliffen Hyper- 
boloides ist die Diffe- 
renz zweier gleichsei- 
tiger ungleichnamiger 

gebrochener Haupt- 
focaldistamen (s^ — r„ 
oder So' — r^') gleich der 
Hauptaxenlänge {SS') 
des Hyperboloides, ver- 
mindert um die halbe 
Summe seiner bei- 
den Hauptbrennweiten 
(CoC^' und Bo-Bo') "«<* / 

wird der Nebenwinkel p,^ ,g 

beider Distanzen von 
der Normale (rf) des Hyperboloides halbirt (vgl, Fig. 16). 

Der Hauptschnitt g ^0 des Hyperboloides (i (vgl. Fig. 17) ist 
eine Ellipse, welche die 
Brennpunkte B„ tind B^ 
hat und innerhalb der 
Focalellipse c liegt (vgL 
§ 3). Für einen Punkt P 
des Hauptschnittes sind 
nach Fig. 11, X = y die 
Gleitpunkte der gebroche- 
nen Hauptfocaldistuizen 
s„ = i>5oOo,So'-P.Bo'C„' 
immer in B^ und B^ ge- 
legen, während r^ und r^' 
(in Fig. 17 sind nur fg und 
5o dargestellt) die kürzesten 
Ihitfemungen des Punktes 
P von Bf^ und .Sj,' über die Focalellipse sind. Indem man daher die 



I, Fos»Iaig«i>oIi«fMB dar FUdwa t. Ordnusg. 




98 1- Abschnitt. Die Focaleigenschafben der EUipsoide und Hyperboloide. 



beiderseits in den Gleichungen (57) abzieht, werden diese: 

PB^— <= 2ya~—^ ~ 2y7^, 

Da aber der betrachtete Hauptschnitt und die Focalellipse als zwei 
beliebige confocale Ellipsen, von denen diese die äussere ist, gelten 
können, so drücken diese Gleichungen die folgende Pocaleigenschaft 
der EUipse gegen eine äussere, confocale Ellipse aus: 

IV. Für jeden PunJct einer Ellipse ist die Differenz der kürzesten 
über eine äussere confocale EUipse genommenen und der directen Ent- 
fernung von demselben Brennpunkt gleich der Differenz der Hauptaxen- 
längen beider Ellipsen (vgl. den directen Beweis Anm. I, 17, I). 

Der Hauptschnitt y = ist eine Hyperbel, welche G^ und C^ 
als Brennpunkte hat und innerhalb der Focalhyperbel liegt (vgl. 
Fig. 17). Die Bedeutung zunächst der ersten Gleichung (57) ist fttr 
die beiden Zweige des Hauptschnittes eine verschiedene. Denn nach 
Fig. 11^ i; = j8 ist für einen Punkt P des rechten Zweiges (in Fig. 17 
mit P bezeichnet) s^ die kürzeste Entfernung des Punktes P vom 
Punkte Cq über den rechten Zweig der Focalhyperbel, während r^j die 
directe Entfernung beider Pimkte als Anfangsstück und C^B^ als un- 
veränderliches Endstück hat. Indem daher in der ersten Gleichung (57) 

beiderseits die Grosse — JB^C/^ = — ]/« — y-\- ]/a — ß unterdrückt wird, 
giebt die Gleichung: 

5o — PCo = 2y^^j — 2yT^ 

oder in die Worte gefasst: 

V. Für jeden Punkt eines Hyperbdgweiges ist die Differenz der 
kürzesten über den gleichseitigen Zweig einer äusseren (auf der conveocen 
Seite liegenden) confocalen Hyperbd genommenen und der directen Ent- 
fernung von dem gleichseitigen Brennpunkte gleich der Differenz der 
Hauptaxenlängen beider Hyperbd (vgl. den directen Beweis Anm. 1, 17, H). 

Für einen Punkt P des linken Zweiges des Hauptschnittes y = 
(in Fig. 17 mit P bezeichnet) ist nach Fig. 11, v =* ß (daselbst rechte 
und linke Seite der yz-lShene vertauscht gedacht) Sq die gestreckte 
Entfernimg PGq und hat r^ die directe Entfemimg PO^' als Anfangs- 
stück und Cq Pq = j/a — y + V « — ß als unveränderliches Endstück. 
Indem sich dieses beiderseits weghebt, wird aus der ersten Gleichung (57): 

die gewöhnliche Focaleigenschafb der Hyperbel. Die andere Gleichung 
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(57) verhält sich in Bezug auf linken und rechten Zweig des Haupt- 
schnittes gerade umgekehrt^ sodass wir das Resultat aussprechen können: 

VI. Für den ersten Hawptschnitt geben die Gleichimgen (57) beide 
die msammengesetzte FocaUigenschaft der EUy^se gegen eine confoccde 
FUipse; für jeden der beiden Zweige des zweiten Hmyptschnittes giebt 
wechselweise die eine Gleichung (öl) die einfache^ die andere die zu- 
sammengesetzte Focaleigenschaft der Hyperbel gegen eine confocale Hyperbel. 

Genügt der Parameter ft des betrachteten einschaügen Hyper- 
boloides der Bedingung (vgl. § 3, nach I) 



2}/« — ^ = ]/a — y + y« — j8; 
so reduciren sich die Gleichungen (57) auf: 

Sq ^0 °^ ^0 ^'o ^^^ "• 

(nio) Fiür jeden Funkt des gleichseitigen einschaligen Hyperboloides 
ist die Differenz zweier gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Haupt- 
focaldistanzen gleich null. 

Im Uebrigen ist die DiflFerenz s^ — »"o = V — ^o' ^ (^') P<>sitiv 
oder negativ, jenachdem die Scheitelpunkte S, S' den äusseren oder 
den inneren Hauptbrennpunkten näher liegen. 

Mit ß = a geben die Gleichungen 
(57), indem sie sich zu der Gleichung: 

(57') s,-r,^2y7^-y7^ 

vereinigen, mit der Bedeutung des 
§ 19, IV' von Sq und r^ den Satz: 

ni'. Für jeden Punkt des ein- 
schaligen Botationshyperboloides 
ist die Differenz der beiden ge- 
brochenen Hauptfocaldi stanzen 
(Sq — r^) gleich der Hauptaxen- 
länge (SS') des Hyperboloides ver- 
mindert um die halbe Hauptbrenn- 
weite (CqCq) und wird der Neben- 
winkel beider Distanzen von der 
Normale (rj) des Hyperboloides 
halbirt (vgl. Fig. 16'). 

Diese Eigenschaft kommt in der zu § 22, HI' angegebenen Weise 
auf die Focaleigenschafb des Meridianschnittes zurück. 




Pig. 16'. 
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Mit ß = fi = y fallen nach § 19, zu IV", r^ mit 5^, r^ mit Sq 
zusammen, sodass die öleichungen (57) trivial werden, wie denn in 
dem zweiten speciellen confocalen System § 5, 12" einschalige Hyper- 
boloide nicht vorkommen. 



§ 25. Die Focaleigensohaft des zweisohaligen Hyperboloides. 

Je zwei gebrochene Focaldistanzen eines Punktes P = A, ft, v, 
deren Nebenwinkel (vgl. § 19, V) von der Normale g des zweischaligen 
Hyperboloides v halbirt wird, haben nach (52) eine von X und (i un- 
abhängige Differenz: 



(58) 



r—r = 2]/a — 1/ + ]/a — A^' — ]/« — A^ 



Eine solche Differenz besitzt für zwei verschiedene Punkte A, ft, i/ 
immer dann und im Allgemeinen nur dann denselben Werth, wenn sie 
auf derselben Schale desselben zweischaligen Hyperboloides in dem 
confocalen Systeme § 4, 12 liegen, woraus allgemein folgt: 

I. Für jeden Punkt der einen Schale eines zweischcMgen Hyper- 
Moides ist die Differenz jsweier ungleichseitiger gleichnamiger gebrochener 
Focaldistanzen dieselbe und wvrd der Nebenmnkel beider Distanzen von, 
der Normale des Hyperboloides hcUbvrt 

Mit A^ = A^' = y imd v^ = v^' =^ß folgen aus (58) die specielleren 
Gleichungen: 

(59) I '«' - *■« = ^^^ 

aus denen aber mit Hufe der Dupin'schen Focaleigenschaften die all- 
gemeineren wieder hei^eleitet werden können. Denn nach § 20, 49, c 
ist (Tgl. Fig. 11): 

CgB»'- C,Bo'== V^^W' - y^^y 

c^B^ — c^B^ = yr^T» — y^^ 

und hiemach: 



PCjB»' — PQB» = PG,Po' + y« - A«" — PC^Ba — ]/« — A* 

oder nach (45) 

r' — r=:rö—ro + Ya—X^' — y« — A". 

Ebenso folgt aus § 20, 49, h: 

b; c' — Bi' Co' — y^=^^ + y^=1 

j?, c" — j?j Co == — y«— v» + y«^ 
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Bei Voraussetzung der Gleichungen (59) folgen scwnit wieder die 
Oleichungen (58)^ sodass sich ergiebt: 

n. Die Eigenschaft (58) des gweisdiäligen Hyperboloides ist eine 
Combinaäon der Eigenschaft (59) mit den Dupin' sehen Foccdeigenschaften 
der Focatkegdschnitte. 

Die letztere Eigenschaft aber lautet^ da 2)/a — v die Hauptaxen- 
länge des Hyperboloides v ist, in Worten: 

HL Für jeden 
Funkt des zwei- 
schaligen Hyper- 
boloides ist die 
Differenz zweier 

ungleichseitiger 

gleichnamiger 
gebrochener 

Hauptfocaldi- 
stanzen (r^ — r^ 
oders^ — s^ihrem 
absoluten Werthe 
nach gleich der 
Hauptaxenlänge 
(88') des Hyper- 
boloides und wird der Nebenwinkel beider Distanzen von der 
Normale (g) des Hyperboloides halbirt (vgl. Fig. 18). 

Der Hauptschnitt 
jg; =s des Hyper- 
boloides II ist eine 
Hyperbel mit den 
Brennpunkten Bq 
und Bqj welche von 
der Focalellipse in 
den Ereispunkten 

geschnitten wird 
(vgl. Fig. 19). Für 
einen Punkt P des 
Hauptschnittes in- 
nerhalb der Focal- 
ellipse sindnun nach 
Pig.l 1, A = y, r^und 

r^' die kürzesten Entfernungen des Punktes von Bq und Bq über die Focal- 
ellipse (vgl. Fig. 19, links), sodass die erste Gleichung (59) den Satz giebt: 



Flg. 38. 




Fig. 19. 
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IV. Für jeden Punkt einer Hyperbel, der im Inneren einer confocalen 
Eltypse liegt, ist die Differenz der Jcürzesten über die Ellipse genommenen 
Entfernungen von den beiden gemeinsamen Brennpunkten gleich der Hcmpt- 
ctxenlänge der Hyperbd (vgl. den directen Beweis Amn. I, 17, IV'). 

Für einen Punkt P des Hauptschnittes ausserhalb der Focalellipse 
(in Fig. 19 mit P bezeichnet) sind nach Fig. 11, f* = y, r^ und r^ 
die gestreckten Entfernungen des Punktes von B^ und B^', sodass die 
erste Gleichung (59) die gewöhnliche Focaleigenschaft: 

der Hyperbel giebt. Dasselbe gilt von der zweiten Gleichung (59) für 
jede Lage von P auf dem Hauptschnitte, da nach Fig. 11, X = y und 
fi = ^ die Anfangsstücke von s^ und s^ (in Fig. 19 sind s^^ s^ nicht 
verzeichnet) ebenfalls PB^ und PB^ sind, die unveränderlichen End- 
stücke BqC^ und BqCq aber aus der Differenz s^ — 5q sich wegheben. 
Der Hauptschnitt y = des Hyperboloides fi ist eine Hyperbel, 
welche mit der Focalhyperbel b die Brennpunkte Cj,, Cq' gemein hat 
und ihr die concave Seite zuwendet. Für jeden Punkt P des Haupt- 
schnittes sind daher, nach Fig. 11, ft = j3, s^ und s^^ die gestreckten 
Entfernungen des Punktes von G^ und C^ und fallen die Anfangsstücke 
von Tq und r^ mit s^ und Sq zusammen, während ihre unveränderlichen 
Endstücke CqB^ und C^B^ aus der Diflferenz r^ — r herausfallen. 
Beide Gleichungen drücken daher die gewohnliche Focaleigenschaft 



POo'— PCo = 2l/a — t; 
der Hyperbel aus. 

V. Für den ersten wnd zwdten Ha/uptschnitt geben beide Gleichungen 
(59) die einfache Focaleigenschaft der Hyperbel^ mit der Ausnehme dass 
für die innerhalb der FoccdeUipse liegenden Theüe des ersten Haupt- 
schnittes die erste Gleichung (59) die zusammengesetgte Focaleigenschaft 
der Hyperbd gegen eine confoccde Ellipse liefert. 

Mit /J = V = a (vgl. § 5, 13') faUen nach dem in § 19 zu IV' 
Gesagten r^ und r^, s^ und s^ zusammen, sodass beide Gleichungen (59) 
trivial werden, wie denn in dem zweiten speciellen confocalen System 
§ 5, 12' zweischalige Hyperboloide nicht vorkommen. 

Mit /J = y (vgl. § 5, 13") dagegen kommen (vgl. § 19 zu IV") 
Sq und r^y Sq und r^ zum Zusammenfall, sodass beide Gleichungen 
(59) sich zu der einen Gleichung: 

(59") r; - r„ = 2}^^:=^ 

vereinigen, mit der Bedeutung § 19, IV" von Tq und r^'. So ergiebt 
sich die mit der Focaleigenschaft der Meridianschnitte gleichbedeutende 
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Focaleigeuschaft der zweischaligen Rotationshyperboloide v im zweiten 
speciellen confocalen System § 5, 12": 

ni". Für jeden Punkt des zweischaligen Botationshyper- 
holoides ist die Differenz der heiden Hauptfocaldistanzenir^ — r^ 




Fig. 18". 



ihrem absoluten Werthe nach gleich der Hauptaxenlänge {88') 
des Hyperboloides und wird der NebenwinJcel beider Distanzen 
von der Normale (g) des Hyperboloides halbirt (vgl. Fig. 18"). 



Zweiter Abschnitt, 

Die Focaleigenschaften der Paraboloide. 



Erstes Capitel. 
Das System confoealer Paraboloide. 

§ 26. Begriff der Hanptbrennptmkte, Fooalparabeln und oonfoealen 

Systeme. 

Bedeuten By C willkürliche reelle Gonstanten, so umfasst die 
Gleichimg: 



(1) 



alle möglichen ParcLböloide*). Der Coordinatenanfangspunkt ist der 
Scheitelpunkt, die x-Axe, welche wir horizontal von links nach rechts 
laufend annehmen, ist die Hauptaoce der Flächen. Durch die Voraus- 
setzung 

(2) B^C 

verfügen wir über die Lage der Flächen (1) in der Weise, dass die 
algebraische Grössenfolge der Parameter B und C der Paraboloide der 
Reihenfolge der beiden letzten Goordinatenaxen entspricht. Wir zeichnen 
damit die ri;^- Ebene als erste, die xz-TSbene als zweite Hmptd)ene jeder 
Fläche (1) aus. • 

Die „Parameter B und C der ersten tmd zweiten Hatiptei>ene^^ be- 
stimmen die Brennpunkte Bq und Cq der Schnittcurven der einzelnen 
Fläche (1) mit der ersten und zweiten Hauptebene. Diese Punkte sind 
auf der x-Axe gelegen, haben hier die Goordinaten: 

JB , C 

x = — Y ^d ^ = — Y 



•) Vgl. Lindemann, a. § 1 a. 0. S. 175. 
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und sollen mit Rücksicht auf die Ungleichung (2) der linfce und rechte 
Ha/wpi^ennpwnkt des Paraboloides heissen. Die Entfernung beider Punkte: 

B — G 

^ = -2- 

ist die Hau^fbrenmoeüe des Paraboloides. 

Mit den Hauptebenen und Hauptbrennpunkten sind die FoccH- 
parabel/n einer Fläche (1) bestimmt, die Unke c und die reckte b (vgl. 
Fig. 20): 




Fig. 80. 

L Die linke Focalparahel c liegt in der ersten Hawptä>ene tmd hat 
den linken Hcmptbrennptmkt Bq der Fläche als Brennpunkt, den rechten 
C/Q als Sch^tdpmkt; die rechte Focal^a/rabd liegt in der zweiten Haupt- 
ebene und hat den rechten Ha/wpü/rennpwnkt Cq als BrennpunJU, den 
linken Bq als Scheitelpunkt 

Die Gleichungen der beiden ^ übrigens congruenten Foccdparäbel/n c 
und b lauten daher: 

g^ + 2a; + C = 0, z = 



(3) 



^i_ + 2^ + B = 0, y = 



Jeder einzelne ihrer Punkte wird ein Brennpurikt oder Focdlpunkt der Fläche 
(1) genannt. Die Hauptbrennpunkte sind ausgezeichnete Focalpunkte. 
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Durch die Werthe der Gonstanten By C ist die einzelne Flache 
des Systems (1) charakterisirt. Diese Fläche werde nun, unter D eine 

feste Gonstante verstanden, um die Strecke D + y ^^ ^®^ Richtung 

der positiven x-Axe verschoben, A h. nach rechts oder links, jenach- 

dem D + Y positiv oder negativ ist. Dadurch gelangt irgend ein 

Punkt, welcher der Fläche angehört oder eine feste Lage gegen sie 
hat, falls er sich vorher an der Stelle x, y, z befand, nunmehr an die 

Stelle X '\' D -{- -^jy^z. Nach der Verschiebung ist daher die Gleichung 

der Fläche JS, in Bezug auf das unverändert gebliebene Goordinaten- 
System Oxyzi 

(4) • J + ^ + 2(.;-D-|) = 0. 

Der gesammte Inhalt der Gleichung (1) wird daher auch durch die 
Gleichung (4) mit fest gegebenem D und willkürlichen, nur der Be- 
dingung (2) unterworfenen Gonstanten JB und G dargestellt. Jedoch 
ist der linke Brennpunkt jeder Fläche By C von der früheren Stelle 

X = ^ an die feste Stelle x = — y + I-^ + y)'^^ verlegt. 

n. AUe Flächen des Systems (4) lujiben daher einen gemeinsamen 
linken Brennpunkt x = D, während der rechte Brennpunkt der emzdnen 

Fläche an der Stelle a; = — y"I~(^ + Y/^^^"I"^ ^^ ^ Scheitel^ 
punkt cm der Stelle a; = D + -^ ^ Mauptaxe sich befinden. 



(5) 



Die Gleichungen der Focalparabeln c und b lauten jetzt: 



z^ 



_£_ + 2(a;-2)) =0, y = 0. 

Die vorstehenden Benennungen und Definitionen sollen nicht blos 
für die allgemeinen, dem üngleichheitszeichen in (2) entsprechenden 
Paraboloide gelten, sondern auch auf die specieUen übertragen werden, 
für welche C = B ist und die Gleichung (4) die Form erhält: 

(4') q:Ü + 2(^-D-f) = 0, 

in der sie alle Botation^arcibohide umfasst. 

Für eine Fläche (4") wird die Hauptaxe zur BotcEÜonsaooe und 
haben als erste und zweite Hauptebene zwei beliebige zu einander 
senkrechte Meridia/nebenen zu gelten. Die beiden Hauptbrennpunkte 
Bq und Cq sind in einen einzigen Hawpfbrennpmikt Bq = Cq zusammen- 
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A^ 



^iC, 




Flg. 20'. 



gefallen und die beiden Focalparabeln c und b haben sich, als Para- 
beln mit zusammenfallendem Seheitel- und Brennpunkt, auf die vom 
Hauptbrennpunkt nach links und rechts nach dem Unendlichen lau- 
fenden Stücke der Botationsaxe, 
das linke und rechte FomVxxenstück 
zusammengezogen, welche beide in 
jeder Meridianebene liegen (vgl. 

Fig. 20'). 

Die Gleichimg (4) stellt ein 

System vonzweifach unendlich vielen — , r-^p 

Flächen dar. Die einzelne Fläche 
ist durch die besonderen Werthe 
der zwei der Bedingung (2) unter- 
worfenen willkürlichen Constanten 
J?, C oder auch der zwei willkür- 
lichen Constanten B, e (O-^e) 
charakterisirt. 

Zwei Flächen B, e und B\ e des Systems (4) heissen confocaly 
wenn e = e' ist, also ihre Hauptbrennweiten gleich sind. Zwei confo- 
cale Flächen haben nach H je dieselben linken imd dieselben rechten 
Hauptbrennpunkte, wie auch, mit Rücksicht auf die Definition I, die- 
selben Focalparabeln. 

Die einfach unendlich vielen Flächen jB', e, welche zu einer ge- 
gebenen Fläche JB, e confocal sind, bilden ein cmfocales System, Jede 
Fläche JB, e des Systems (4) gehört einem und nur einem confocalen 
System e an (vgl. jedoch § 27, H). 

Das System (4) enthält einfach unendlich viele confocale Systeme, 
allgemeine für e > und ein spedelles für c = 0. Jedem System e ist 
ein Paar von Focalparabeln, das Paar der gemeinsamen Focalparabeln 
aller seiner Flächen, eigenthümlich. 

Um die innerhalb eines confocalen Systems bewegliche Constante B 
gegen seine feste Constante e auch durch eine entsprechende Bezeich- 
nung hervorzuheben, setzen wir mit gleichzeitiger Verfügung über D: 



B=ß — t, B—C^ß 



!>—{■ 



Daduriäi erhält die Gleichung (4) mit der Ungleichung (2) die Form: 

und stellt jetzt bei festem Werthe der Differenz ß — y und veränder- 
lichem X alle Paraboloide eines confocalen Systems dar. 
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Für das allgemeine oonfoccHe System: 

(6) ^ + ^ + 2« + ir = 0, ß>y, 

haben jetzt die Hauptbrennpunkte Bq und 0^ nach 11 die Goordinaten 



(7) 



a; = — 1", y = o, e = 0, 



und die Focalparabeln e vaii i (vgL Fig. 20) nach (5) die Gleichungen 

fä^ + 2a; + y = 0, e = 0, 

(8) . 

|^ + 2« + /J = 0, y = 0. 

Für das speciale confoccHe System: 
(60 ^ + 2a= + r = 

sind die Goordinaten des Hauptbrennpunktes B^ = C^ (vgl. Fig. 20'): 
(7-) a; = -4, y-0, « = 0. 



§ 27. Lage der Hauptbrennpunkte und Focalparabeln gegen 

Scheitelpunkt und Hauptschnitte. 

Um für die Gleichung (6) die Werthe % ^= ß^y nicht ausschliessen 
zu müssen ; ersetzen wir sie durch die für alle übrigen Werthe von x 
mit ihr gleichbedeutende Gleichung: 

(9) OJ-*)(y-^)(pÜ^ + ^ + 2a= + r)=0. 

Dadurch werden die Dqppelebenen y* = und z^ = 0, den Werthen 
t = ß^y entsprechend^ als tmeigenÜidie Flächen des confocalen Systems 
in dieses eingeführt (vgl. Anm. HI, 2). 

Jede andere, eigentliche Fläche t ist nach (9) ein linkes, d. h. links 

von seiner Scheiteltangentialebene a? = ^ liegendes elliptisches, 

ein hyperbolisches oder ein rechtes, d. h. rechts von einer Scheitel- 
tangentialebene liegendes elliptisches Paraboloid, jenachdem: 

(10) — (X) < r < y oder y <t <ß oder /J < r < + oo , 
bezüglich: 

I. Ein eigentliches Paraboloid des confocalen Systems (9) ist ein linkes 
elliptisches oder ein hyperbolisches oder ein rechtes etUpUsches Paraboloid, 



1. Gapitel. Das System confocaler Paraboloide. § 27. 109 

jenacMem sein Scheitelpunkt auf der Hauptaxe rechts von dem rechten 
Hmtpfbrennpunkte Gq oder 0wischm dem rechten wnd linken oder links 
von dem linken RoM^fbrennfpunkte Bq gelegen ist (vgl. Fig. 20). 
Je zwei Flachen t und tr' des Systems (9), für welche: 

ist, haben die Eigenschaft, dass ihre Scheitel x =^ — und x^= r- 

vom Mittelpunkte x = — ^~^ ^^^ beiden Hauptbrennpunkte beider- 
seits gleichweit entfernt sind. Die Gleichung 

S-^ + -^ + 2x + t' = 

der Fläche t' stellt sich mit r' = ^ + y — t in der Form: 



ß 



h+^.+H-'-'-P)+'=o 



und bei Einführung neuer Coordinaten oi,y\z durch die Substitution: 

X =. — x — ^-^ , y -= z, z =y 

in der Form: 

/^ + -^ + 2a;' + 1^ = 

p — r ' y — T • ' 

dar. Die beiden Flächen r und %' sind daher congruent, wenn auch 
nicht congruent liegend: 

n. Jedes 'Pa/rdholoid des Stjstems (9) gehört diesem System zweimal 
in verschiedenen Lagen an. 

Das System selbst zerfäUt daher in zwei congruente, aber nicht 
congruent liegende Hälften. Die eine Hälfte umfasst alle linken ellip- 
tischen Paraboloide und die hyperbolischen mit y < t < "t^ y <iie 

andere die hyperbolischen mit ^T"^ <.% <ß und aUe rechten ellipti- 
schen. Jedes Paraboloid der einen Hälfte ist einem der anderen con- 
gruent. Den üebergang zwischen beiden Hälften vermittelt das gleich- 
seitige hyperbolische Paraboloid: 

dessen Scheitelpunkt in der Mitte zwischen den beiden Hauptbrenn- 
punkten Bq und Oq liegt. Für die Paraboloide der ersten Hälfte ist 
der Parameter ß — r der ersten Hauptebene (vgl. § 26), für die Para- 
boloide der zweiten Hälfte der Parameter y — t der zweiten Haupt- 
ebene dem dbsol/aten Werthe nach der grössere oder, wie wir kurz 
sagen wollen: 
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ni. Fwr die Paraboloide der ersten Hälfte ist die erste, für die 
Paraboloide der zweiten Hälfte die zweite Hat4jptebene die „Hauptd)ene 
des grossen Pa/rameters^\ die je andere die ,,Hauiptd>ene des Meinen 
Parameters'^. 

Die Schnittcurven der Flächen (9) mit der ersten Hawptebene j2f = 0: 

(9,^) (^_r)(y-r)(^ + 2a; + ir)=0 

bilden ein System confocaler Parabeln, deren gemeinsamer Brennpunkt 
der gemeinsame linke Hauptbrennpunkt B^ der Flächen (9) ist (vgl. 
§ 26, 7 u. Anm. ü, 1; 2). Während nun die rechten Parabeln dieses 
Systems, für j3 < r < -j- <^> ^^^ den rechten elliptischen Paraboloiden 
und seine Doppelgerade j/^ = 0, für t = ß, von der gleichbezeichneten 
Doppelebene des Systems (9) erzeugt werden, rühren seine linken 
Parabeln theils, für — oo < r < y, von den linken elliptischen Para- 
boloiden, theils, für y <r <,ß, von den hyperbolischen Paraboloiden 
unter (9) her (vgl. Fig. 21, wo für eine Hälfte jeder Hauptebene 
die Schnittcurven der linken elliptischen Paraboloide ausgezogen, 
der hyperbolischen gestrichelt, der rechten elliptischen punktirt dar- 
gestellt sind). Dabei bleibt unter den linken Parabeln eine Lücke, 
dem Werthe r = y entsprechend, für den die Gleichung (9, z) 
ihre Bedeutung verliert, was sich ebenso wie in § 3 erklärt. Die 
Gleichungen der Curve nämlich, in welcher eine beliebige Fläche t 
des Systems (9) von einer ihr unendlich benachbarten geschnitten wird: 

Git)==(y-t)f + (ß-t)g'+{ß-tXy-t)i2x + r)=0, 

G'it) j,«_;er» + (|8;-r)(y-r)-(^-Tr + y-r)(2a; + r) = 

geben, auf den Werth t = y angewendet, die Parabel 

«* = 0, j^ + (/J_y)(2a? + y) = 0, 

also nach § 26, 8 die linke Focalparabel c. Indem diese die Schnitt- 
curve der Fläche t = y mit der icy-Ebene vertritt, füllt sie die er- 
wähnte Lücke aus. Sie wird von den ersten Hauptschnitten der linken 
elliptischen Paraboloide umschlossen (vgl. Fig. 21) imd umschliesst 
ihrerseits die der hyperbolischen Paraboloide. Durch den Factor y — r, 
welcher die besondere Bolle der Focalparabel c bezeichnet, unter- 
scheidet sich das confocale System (9,^8?) von dem gewöhnlichen System 
confocaler Parabeln (vgl. Anm. H, 1, 9®). 

Die Schnittcmven (9) mit der zweiten Hauptebene y = 0: 

{%y) (^-^)(y-^)j^ + 2a: + r)==0 

bilden ein System confocaler Parabeln, deren gemeinsamer Brennpunkt 
der gemeinsame rechte Hauptbrennpunkt Cq der Flächen (9) ist (vgl. 
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§ 26, 7 u. Atim n, 1; 2). Die linken Parabeln dieses Systems, fDr 
— oo < T < j", rühren von den linken elliptischen Paraboloiden dea 
Systems (9), seine rechten Parabeln aber tlieils, för 7<t</S, toh 




Fig. 11. 



den hyperbolischen, theils, für ^ < t < + oo, von den rechten ellip- 
tischen Paraboloiden her (vgl. Fig. 21). Ausserdem fügt sich, in dem- 
selben Sinne wie vorhin die Parabel c, jetzt die rechte Focalparabel b, 
dem Werthe t = ß entsprechend, in das System (9, y) ein. Sie um- 
schliesst die zweiten Hauptschnitte der hyperbolischen Paraboloide 
und wird von denen der rechten elliptischen Paraboloide umschlossen. 
Während nach dem Vorstehenden bei allen eigentlichen Flächen 
des confoealen Systems (9) der erste und gweUe HaapischniU mit der 
linken ^md rechten FocdlpartAel besOgli^ amfocdl sind, ist für die Art 
der einzelnen Fläche die Lagebeziehung zwischen Hauptschnitt und 
gleichartiger (bezüglich ihrer Art ab linke oder rechte Parabel) Focal- 
parabel in ähnhcher Weise charakteristisch, wie die unter § 27, I be- 
zeichnete Lagebeziehung zwischen Scheitelpunkt und Hauptbrenn- 
punkten (vgl Fig. 21): 
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IV. Die linke Focdlparäbd Uegt beim linken elliptischen Parabcloid 
innerhalb, beim hyperbolischen ausserhalb des gleichartigen ersten Haupt- 
Schnittes; die rechte Focailparabd liegt beim hyperbolisdien Paraboiaide 
ausserhalb^ beim reckten dliptischen innerhalb des gleiduxrtigen zweiten 
Hauptschnittes, 

Was die Sclmittparabelii desselben Paraboloides r mit der ersten 
und zweiten Hauptebene angeht, welche einen gemeinsamen Scheitel 
und nach (9, z) und (9, y) die Parameter ß — r und y — x haben, so 
ist diejenige von beiden die weiter geo&ete (vgl. Fig. 21), welche den 
absolut grösseren Parameter hat. Da der Parameter der Schnittparabel 
aber zugleich fiir das Paraboloid der Parameter der betreffenden Haupt- 
ebene ist, so folgt mit Bücksicht auf § 27, HI: 

Y. Ein Paraboloid r des confocalen Systems (9) erscheint gegen die 
Hauptebene des grossen Parameters von beiden Seiten her eusammenr 
gedrückt. 

Gegen das elliptische Paraboloid liegen die beiden Focalparabeln 
wesentlich verschieden, indem die eine (vgl. Fig. 21) von dem gleich- 
artigen Hauptschnitt ihrer Ebene umschlossen, die andere von dem 
ungleichartigen Hauptschnitt ihrer Ebene durchschnitten wird. Jene 
nennen wir die innere^ diese die äussere Focalparabd des elliptischen Pa/ror 
boloides. Für die linken elliptischen Paraboloide ist (vgl. Fig. 21) die 
linke, für die rechten die rechte Focalparabel die innere, sodass mit 
Hinblick auf § 27, IE, unabhängig von der Zugehörigkeit des Para- 
boloides zu einem confocalen System, der Satz gilt: 

VI. Bei jedem elliptischen Paraboloid enthalt die Hauptebene des 
grossen Parameters die innere^ die Ha/uptebene des Meinen Parameters 
die äussere Foccdparabd. 

Gegen das hyperbolische Paraboloid liegen die beiden Focal- 
parabeln im Wesentlichen gleich, indem jede den gleichartigen Hiiupt- 
schnitt ihrer Ebene umschliesst. Nur liegt in der Ebene des grossen 
Parameters die Focalparabel dem Hauptschnitte näher als in der Ebene 
des kleinen. 

Indem wir auch die Gleichung (6') des specieUen confocalen Systems 
in die der Gleichung (9) entsprechende Form: 

(9') (^-r)(^^ + 2a; + r)=0 

versetzen, wird, für r = ß, die Doppelaxe y* + ;ef* = in das System 
aufgenommen. Das System entsteht durch Rotation des Systems con- 
focaler Parabeln (vgl. Anm. H, 9® u. Fig. 42) : 

(9o) (^_^)(_^ + 2a; + r)=0 
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um die x-Axe, Der dabei fest bleibende Brennpunkt B des Systems (Oq) 
wird der Hauptbrennpunkt Bq = C^ (vgL Fig. 20') des Systems (9'). 
Aus den linken und rechten Parabeln des Systems (9^) entstehen, 
bezüglich für: 

(l(y) — oo<r</J und /3<t< + <X), 

die linken und rechten Botationsparaboloide, welche das System (9') 
bilden und deren Scheitelpunkte bezüglich rechts und links vom Haupt- 
brennpunkte Bq = Gq liegen (vgl. § 27, 1). Jedes Botationsparaboloid 
kommt einmal als linkes und einmal als rechtes vor (vgl. § 27, H). 
Das linke Focalaxenstück c (vgl. Fig. 20') liegt bei den linken Rota- 
tionsparaboloiden, das rechte Focalaxenstück b bei den rechten Rota- 
tionsparaboloiden innerhalb jedes Meridianschnittes (vgl. § 27, IV). 

§ 28. Die drei Flächensohaaren des oonfoealen Systems. 

Um die verschiedenen Arten der Flächen eines confocalen Systems 
auch durch eine verschiedene Bezeichnung auseinander zu halten, be- 
zeichnen wir den Ba/ra/meier x des Systems fü/r die linken elliptischen 
Paraboloide mit A, für die hyperbolischen mit ft, fü/r die rechten ellip- 
tischen mit V, 

Bei dem allgemeinen confocalen System (9) ist dann nach (10) 
zunächst für die eigentlichen Flächen: 

— oo<A<y, y<ft</5, /J<i/< + cx); 
wir reihen aber auch die uneigentlichen Flächen t = y, ß des Systems, 
durch die Focalparabeln getheilt, unter die drei Arten A, ft, v ein. 
Bewegt sich nämlich der Parameter A des laufenden linken elliptischen 
Paraboloides gegen den Werth y, so nähert sich nach der Theorie 
der confocalen Parabelsysteme (9, 0) und (9, y) in § 27 (vgl. Anm. H, 
2, 12^) der erste Hauptschnitt der Fläche von aussen her der linken 
Focalparabel und der zweite dem von Cq nach Knks laufenden Stücke 
der a;-Axe. Das linke elliptische Paraboloid zieht sich also von allen 
Seiten her gegen das von der linken Focalparabel c eingeschlossene 
(auf ihrer concaven Seite liegende) Gebiet der rry-Ebene zusammen 
(vgl. Fig. 22, wo unter der Bezeichnung ^1,^2,^3 drei im Sinne des 
wachsenden A aufeinanderfolgende linke elliptische Paraboloide durch 
ihre Hauptschnitte in einer Hälfte jeder Hauptebene dargestellt sind). 
Daher bildet der der Ungleichung: 

p^ + 2a; + y^0 

entsprechende Theil der Doppelebene z^ = 0, dessen zwei congruente 
von der linken Focalparabel c begrenzte Blätter wir uns etwa längs 

Staude, Focalelgenschaften der Fläcben 2. Ordnung. 8 
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dieser Gurre mitemander rerwachsen denkeo, die innere Greneform 
k ^ y des laufenden Unken elliptischen Paräboloides k im System (d). 



In gleichem Simie stellt der von der Unkeii Focalparabel am- 
gescMossene, der Ungleichimg : 

entsprechende Theil der Doppelebene «* ^ die eine Greneform jt =t= y 
des laufenden hyperbolischen Faraboloides ^ dar. Denn dieses nähert sich, 
wemi fi gegen y hin abnimmt, Ton allen Seiten her dem ausserhalb 
der linken Focalparabel liegenden Theile der xy-Ehene (Tgl. die in 
Fig. 23 dargestellten hyperbolischen Paraboloide in der Reihenfolge 
y^st f%, ^). Dieselben Grenzformen wiederholen sich in anderer Lage 
(vgl. § 27, U) noch einmal, so zwar dasß der ausserhalb der rechten 
Focalparabel h liegende Theil der Doppelebene y^ = die andere 
Grenzform fi = ß des laufenden hyperbolischen Paraboloides ^ (vgL 
in Fig. 23: {i^, ^, ft,) und der innerhalb b liegende Theil die innere 
Grenzform v = ß der rechten elliptischen Paraboloide v (vgl, in 
Fig. 22: V3, v„ V,) darstellt. 

Hiermit ist von jeder der beiden Doppelebenen r == y und r ^ ß 
des Systems (9) (vgl. § 27, Anfang) der eine Theil als elliptisches, der 
andere als hyperbolisches Paraboloid eingefahrt, und entsprechen nun- 
mehr die Parameter der drei Flächenarten den Ungleichungen: 
(11) —oo^X^y, y^ii^ß, /S^v^ + c». 
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Um noch die Bedeutung der Werthe X == — cx> und i; = -f~ ^^o 
festzustellen^ machen wir^ wie in § 4, die Gleichung (9) homogen und 
erhalten: 

(9,<x)) (y0—r)<f^y^+(ß6—t)6^ß^+(ß6—t)(y6-'t){2x6-\-pr)p=O. 

Aus dieser Form der Gleichung geht hervor, dass den Werthen r, tf = r, 
der homogenen Parameter und damit dem Werthe r = + ^^ ^^^ nicht 
homogenen, die doppelte unendlich ferne Ebene, p« = 0, zugehört. 

L Dctö allgemeine canfocale System (9) verfällt somit in drei 
SchcLoren je gleichnamiger Flächeny deren Parameterwerihe wnd Gleir 
chungen, bemglich Ungleichungen die folgende Tabelle enffuUt: 

(12) Linke elliptische Paraboloide : 

A == — oo: p^ = 0y 

Hyperhciische Pareibdoide: 



«» 



^ = ^= 7=rp + 2a: + ^ ^0, y» = 0. 
Bechte elliptische Parabcioide: 



z* 



v=-ß: 7±^ + 2a; + ^ ^ 0, y« = 0, 

V = -{- CO : p^ = 0, 

Diese Eintheilung der Flächen des confocalen Systems ist von 
Wichtigkeit für die Frage, welche von ihnen durch einen gegebenen 
Punkt Xy y, z des Baumes hindurchgehen. Das hängt davon ab, wie 
viele von den drei Wurzeln der Gleichung (9), deren linke Seite eine 
ganze Function G(r) dritten Grades in r ist, reell sind und zwischen 
welchen Grenzen sie liegen. 

Befindet sich der gegebene Punkt mit y-z^O ausserhalb der 
beiden Hauptebenen, so ist: 

(?(- oo) = - oo < 0, G{y) = (/J - r>^ > 0, 
ö(^) = (y - /S)J/' < 0, G(+cx))=« + oü>0, 

8* 
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sodass die Gleichung (9) drei reelle Wurzeln liefert, welche zwischen 
den Grenzen — oo und y, y und /S, /3 und -f- <^ gelegen und daher 
nach (11) mit 2, ft, v zu bezeichnen sind. Demnach geht durch den 
Punkt Xj y^ z je eine eigentliche Fläche aus jeder der drei Schaaren (12) 
hindurch. 

Liegt der gegebene Punkt mit jgr = 0, y =j= in der ersten Haupt- 
ebene, so hat die Gleichung (9), jetzt von der Form: 

G{x) = (y - r)ö,(r), Q,{x) = (^ - r) (^ + 2a; + r] , 

zuerst die Wurzel t = y. Ihre beiden anderen Wurzeln sind die der 
Gleichung Gt^{t) = 0. Da nun: 

G^,(-oo)<0, ö,(y) = (^-y)(^ + 2« + y), 

so befindet $ich die eine der beiden letztgenannten Wurzeln jedenfalls 
zwischen /3 und + oo. Die andere aber ist entweder zwischen y und /J 
oder — <x> und y eingeschlossen oder selbst gleich y^ jenachdem 
6ri(y)<0 oder >0 oder =0, jenachdem also nach (12) der Punkt 
0?, y, auf der Grenzfläche A = y oder auf der Grenzfläche fi = y oder 
auf der gemeinsamen Grenze beider, der linken Focalparabel liegt. 
Durch den Punkt gehen demnach, ausser einem eigentlichen rechten 
elliptischen Paraboloid i/, im ersten Falle das linke elliptische Para- 
boloid A = y, jener ersten Wurzel t = y der Gleichung G(t) = 
entsprechend, und ein eigentliches hyperbolisches Paraboloid ft, im 
zweiten Falle ein eigentliches linkes elliptisches Paraboloid X und, 
jener ersten Wurzel t = y entsprechend, das hyperbolische Paraboloid 
^ = y, im dritten Falle , der Doppelwurzel r = y der Gleichung 
Q(r) = entsprechend, das linke elliptische Paraboloid X = y und 
das hyperbolische p = y, auf jeden Fall je eine Fläche aus jeder der 
drei Schaaren (12). 

In derselben Weise erledigt sich die gestellte Frage für die zweite 
Hauptebene y = und für die Hauptaxe y == 0, z = 0. Um sie 
schliesslich für die unendlich ferne Ebene zu beantworten, müssen 
wir uns der Gleichung (9, c») an Stelle von (9) bedienen. Sie liefert^ 
als Gleichung dritten Grades in r : (J bei gegebenen x,y,ZyP be- 
trachtet, für Punkte p = zuerst die Doppelwurzel <j = 0, nicht 
homogen bezeichnet, r = oo und femer eine Wurzel, welche der 
linearen Gleichung: 

{yö — r)/ + (|3^ _ ^)^2 _ 
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zu entnehmen ist. Da dieser durch (f = nicht mehr genügt wird, falls 
nicht 2^ = und ;? = 0, kann sie ebensogut in nicht homogener Form : 

geschrieben werden und hat dann eine Wurzel r ==: ft zwischen y und ß. 
Der Doppelwurzel r = <x> entspricht zweimal die doppelte unendlich 
ferne Ebene p^ = 0. Betrachten wir diese einmal als Grenzform 
A = — c» der linken und einmal als Grenzform i; = -|- c» der rechten 
elliptischen Paraboloide, so gehen durch einen gegebenen unendlich 
fernen Punkt wiederum drei ungleichnamige Flächen (12) hindurch. 
Eine Ausnahme bildet der unendlich ferne Punkt rr+oo der x-Axe: 
y =:0, jEf = 0, i? = 0, für den die Gleichung (9, oo) identisch in 
t : 6 erfüUt ist. Durch ihn gehen alle Flächen des confocalen Systems 
(9), sowie seine beiden Focalparabehi (vgl. Anm. U, 2) hindurch. 

n. Dmch jeden Punkt x, y, z des Baumes mit Ausnahme des un- 
endlich fernen Punktes der x-Axe gehen drei im Sinne der Tabelle (12) 
ungleichnamige Flächen, deren Parameter A, ft, v die Wurzeln der in t 
hubischen Gleichung (9) sind. 

Die der Bezeichnung nach immer verschiedenen drei Wurzehi 
A, fi, V der Gleichung (9) sind für alle Punkte ausserhalb der Focal- 
parabeln und der unendlich fernen Ebene stets auch dem Werthe nach 
verschieden. Dagegen ist für alle Punkte der linken Focalparabel c: 
1^=1 ^=: y^ für alle Punkte der rechten Focalparabel 6: fi = v = ß 
und für alle Punkte der imendlich fernen Ebene^ ausgenommen den 
Schnittpunkt mit der x-Axe: v = k = + 00. Daher sind auch die 
beiden Focalparabehi im Endlichen die einzigen reellen Bestandtheile 
der Schnittcurvenenveloppe des confocalen Systems (9). 

Um das allgemeine confocale System (9) durch einen Grenzüber- 
gang; bei dem keine der drei Flächenschaaren (12) verloren geht; in 
das specielle überzuführen; setzen wir (vgl. §5) mit kleinem positiven s: 

(13) i8 = /J + eß', y^ß + sy' (ß' > /), ^ = ^ + ep'. 
Damit gehen die Gleichungen und Ungleichungen (12) über in: 

-ooKKß+eY': p^f^,,, + p + fy-^x + 2^ + X = 0, 

l=ß+ey':-^+Bi2x+ß-{-er')£0i2x+ß+Br£0lz^=^0, 
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z* 



v=ß + Bß': -^+s(2x-{-ß-\-Bß')-^0[2x-i-ß+6ß'^0ly*=0, 

ß+^ß'<v<+oo:j:^-^^ + j-^:^^ + 2x-\-v = 0, 

WO die beiden eingeklammerten Ungleichungen eine Folge der un- 
mittelbar vorhergehenden sind. Mit b = ergiebt sich jetzt (vgl. § 5) 
die folgende Grenzform der Tabelle (12): 

(12') Linke Botatkmsparaboloide : 

A = — oo : ß* = 0, 

oo<X<ß:^^ + 2x + X = 0, 

X = ß: x£—-^, y* — 0, ^^ = 0. 
M€ridi(mei>enenpa>are: 

ii' = ß': y* = 0. 
Hechte Botaäonsparabdloide : 
v = ß: x^-\, y^ = 0, z^^Q, 

ß<v< + <x>i i^±J^ + 2^ + i; = 0, 

i; = -f- OO : j9^= 0. 

Die erste und dritte Flächenschaar (12') bilden zusammen das 
specielle confocale System (9'), während die zweite unter die von (9') 
abweichende Gleichungsform: 

(14) (y' - p')j^ + iß' - l^>' = 

zusammengefasst werden kann. Bei dem Grenzübergang erhalten die 
confocalen Parabelsysteme der ersten und zweiten Hauptebene (vgl. 
Pig. 22) den gemeinsamen Brennpunkt Bq = Cq. Die beiden Pocal- 
parabeln c und h aber klappen in die beiden Focalaxenstücke c und b 
(vgl. Fig. 20') zusanmieU; die nicht nur die inneren Grenzformen X = ß 
und V = ß der Botationsparaboloide^ sondern auch die Axen aller 
Meridianebenenpaare ft' bilden. 



h 
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Da die Botatiousparaboloide A und v jede Meridianebene in einem 
System confocaler Parabeln treffen, so folgt nach der Theorie der letz- 
teren (vgl. Anm. n, 2) sofort: 

11'. Du/rch jeden Punkt Xj y, z des Bamnes gehen drei im Sinne 
der Tabelle (12') ungleichnamige Flächen, deren Parameter X, v und ft' 
hezüglich die Wurzeln der in x quadratischen Gleichung (9') und der in (i 
linearen Gleichung (14') sind. 

Eine Ausnahme bilden die Punkte der a;-Axe, für welche ft', eine 
weitere der unendlich ferne Punkt der a?-Axe, für welchen auch k 
und V unbestimmt werden. 



Zweites Capitel. 
Die parabolisehen Coordinaten. 

§ 29. Begriff und Arten der parabolisohen Ooordmaten. 

Die Parameter A, fi, v der drei ungleichnamigen Flächen (12), welche 
nach § 28, 11 durch einen Punkt des Baumes gehen^ führen, als krumm- 
linige Coordinaten (vgl. Anm. V, 1) des Punktes benutzt, den Namen der 
paräbolisdien Coordinaten, Für sie folgt zugleich aus § 28, U : 

I. Jeder Punkt des Baumes mit Äusnahm^e des unendlich fernen 
Punktes der x-Äxe hat drei bestimmte parabolische Coordinaten A, ft, v, 
welche bei gegebenen gewohnlichen Coordinaten x, y, z cds Wurzeln der 
Gleichung (9) hervorgehen und den Ungleichungen (11) genügen. 

Zwischen parabolischen und gewöhnlichen Coordinaten eines und 
desselben Pimktes besteht daher identisch in tr die folgende Gleichung: 

Aus ihr folgen mit r = A, ft, v die Relationen: 

■(^-A)(y-A)j^ + ^ + 2^ + ;i)=0, 

(16) j(^_^)(y_^)(^ + -^ + 2a;+f»)=0, 
(^_v)(y-r){^ + ^ + 2:r + vl=0, 

welche je nur eine parabolische Coordinate, und mit Oleichsetzung 
der beiderseitigen Coefficienten von r^, bezüglich mit Substitution der 
Werthe ß und y für r, die Relationen: 
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ß + y — l — fi — v 



(17) 



^= 2 

^ (P-y) 

2^ (y — ^) (y — ft) (y — ») 

(y-P) 



welche je nur eine gewöhnliche Goordinate enthalten. 

Werden hier die parabolischen Coordinaten l,ii,v eines bestimmten 
Punktes als gegeben betrachtet, so stellen die Gleichungen (16) in 
laufenden Coordinaten x, y, e die drei Coordinatenflächen A, ^, v dar, 
welche durch den Punkt gehen, und drücken die Gleichungen (17) die 
gewöhnlichen Coordinaten des Punktes durch seine parabolischen aus. 
Dementsprechend sind die Gleichungen (17) die Auflösungen der Glei- 
chungen (16) nach rc, y*, z^ und durch diese bestimmt, so lange nicht 
Xz=i ^z=s y oder ^ = v = ß wird. In diesen Ausnahmefällen müssen 
die beiden zusammenfallenden Gleichungen (16) durch die beiden Glei- 
chungen (erste oder zweite Zeile 8 in § 26) derjenigen Focalparabel 
ersetzt werden, in welcher sich die betreffenden beiden Coordinatenflächen 
im Momente vor ihrem Zusammenfall schneiden (vgl. § 3 und § 27 die 
zu (9, d) gemachten Bemerkungen über die Schnittcurvenenveloppe). 

Da die rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen (17) für 
willkürliche den Bedingungen (11) entsprechende Werthe 2, ft, v nie- 
mals negativ werden, so schneiden sich irgend drei ungleichnamige 
Flächen (12) stets in reellen, und zwar im Allgemeinen in vier Punkten: 

n. Irgend drei im Einklänge mit den Ungleichu/ngen (11) gegebene 
pa/räbolische Coordinaten A, ft, v bestimmen vier Punkte des Baumes, 
deren gewöhnliche Coordinaten die Werthe haben: 

(18) ^^P+y-x-.->>^ y_y_ip-m-^n?-^) 



(ß-v) 



=V= 



(y — ^) (y — /*) (y — v) 



Diese vier Punkte liegen in den von den beiden Hauptebenen be- 
grenzten Quadranten des Baumes symmetrisch vertheilt und fallen in 
einer Hauptebene zu je zwei, in der Hauptaxe alle vier zusammen. 

In welchen Punkten des Raumes die parabolischen Coordinaten 
A, ft,i/ alle drei verschieden sind oder nicht, in welchen sie die spe- 
cieUen Werthe y, ß haben oder nicht, geht aus den zum Satz H in 
§ 28 angestellten Betrachtungen unmittelbar hervor. Für einen Punkt 
der linJcen Focal/parähd c ist stets X = fjL= y, für einen Punkt der 
rechten stets fi = i/ = /J. Für die gewöhnlichen Coordinaten der Schnitt- 
punkte der rechten Focalparabel b mit dem linken elliptischen Para- 
boloide A ist daher nach (17): 
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und der Schnittpunkte der linken Focalparabel c mit dem rechten ellip- 
tischen Paraboloide v: 

^^tzrzl^ y'==iß-y)(v-ß), z^ = 0. 

Diese Formeln charakterisiren aber die Ereispunkte der Flächen 
X und V*). 

m. Die rechte FocaJparabd schneidet die linken y die Unke Focdlr 
parabd die rechten elliptischen Paraboloide des confoccden Systems in ihren 
Kreispunkten, 

Dass dieser Satz bei Zugrundelegung der Definitionen des § 26 
auch für das specielle confocale System (12') gilt^ ist unmittelbar 
ersichtlich. 

Für die beiden Hauptebenen gehen die parabolischen Coordinaten 
des B.aumes in die parabolischen Coordinaten der Ebene über (vgl. 
Anm. n, 3), jedoch mit einer Modification in der Bezeichnung. In der 
a;y-Ebene nämlich hat ein Punkt innerhalb der linken Focalparabel c 
die räumlichen parabolischen Coordinaten y, fi, Vy ein Pimkt ausser- 
halb A, y, v; bei jenem ist ft, bei diesem k zugleich der Parameter 
der linken^ bei Beiden aber v zugleich der Parameter der rechten 
Parabel des Systems (9,j8r) in § 27, auf welcher der Punkt liegt (ygl. 
Fig. 22). Bezeichnen wir daher die durch das System (9,jef) be- 
ziehungsweise dessen Brennpunkt B^ bestimmten parabolischen Coordi- 
dinaten der a;y-Ebene zur Unterscheidung mit A, ft' (im Sinne von 
Anm. n, 3), so folgt: 

IV. Hat ein Punkt der xy-Ebene die räumlichen parabolischen Coor- 
dinaten y, |Lt, V oder k, y, v, so sind seine ebenen parabolischen Coordi- 
naten X', fi' mit Bezug auf den Brennpunkt B^: A' = ji, ;*• = i; oder 
X' = Xy fL' = v {—oo^X'^ß, /J ^ f4* ^ + oo). 



*) Die Ereispunkte des elliptischen Paraboloides : ^-{ — |-|-2a;-f-a»0 
sind unter der Voraussetzung 6' > c*: 

(im Text 6* = j? — X, c' = y — X, a = X); die des )Blliptischen Paraboloides: 
— -^ j + 2j:-f-a --0 unter der Voraussetzung 6*<c': 

X ?i^ 1, y» = 6«(c»-6«), « = 

(im Text 6' — » — jJ, c* — «> — y, = »), vgl. Lindemann, a. §1 ». 0., S. 190. 
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Hcsl ein FunM in der xjs-Ebene die räumlichen parabolischen Coordi- 
naien Xy ßj v oder X, ^i, ßy so sind seine ebenen elliptischen CoordincUen 
X"y ^" mü Beeug awf den Brennpunkt C^: ;i-' = A, |u.'* = v oder il" = il, 
fi" = fi( — cx) ^ A" ^ y, y ^ f**' ^ + ^• 

In der Identität (15) tritt f&r Punkte der xy-Ebene mit X = y 
oder fi = y beiderseits der Factor y — r auf, welcher, da er nicht iden- 
tisch in X verschwindet, wegfallen darf. Für alle Punkte der Ebene bleibt 
daher zwischen x, y und A*, ^' identisch in x die Gleichung: 

{ß-r)[-^^ + 2x-\-t]^-{x-k-){x-i^-) 

(vgl. Anm. n, 3, 15®). In ihr kann nun auch r = y gesetzt werden, 
sodass zwischen Xy y und A*, fi* die Relation besteht: 

Wie die Parameter der Flächenschaar (12), so können auch die 
Parameter A, ^', v des specieOm confocalen Systems (12') als krummlinige 
Goordinaten dienen. An Stelle der Gleichung (15) treten dann die beiden 
Gleichungen: 

(15') (ß-r)[yl±^ + 2x + r] = -(x-X)(r-v\ 

(140 (ß- f»') (/- f»') {^ + ^1 = 0, 

aus denen, ebenso wie aus (17) durch den Grenzübergang (13) in 
§ 28, hervorgeht: 



(170 



_ . — X — y 



y»=_(^_A)(^-„)-?;=^, 



y — I» 



Die Coordinate jit' bestimmt das Paar von Meridianebenen (14'), in 
deren einer der Punkt Xy fi, v liegt, während A, v nidits anderes als 
die parabolischen Coordinaten des Pimktes in seiner Meridianebene y be- 
zogen auf das confocale Parabelsystem (9^) in § 27, sind, durch dessen 
Rotation um die a;-Axe das System (9') entsteht. 

§ 30. IdentiBohe Belationen zwischen gewöhnliolien und paraboliaohen 

Coordinaten« 

Wie in § 7 benutzen wir die Formehi (15) und (16) des § 29 
der Kürze wegen in der Form: 

(19) /L + _^ + 2:. + r= (1=^-^15^^^, 

\ y ß — -c I y-_tr ' ' (p — T)(y — r) ' 
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(20) 



y* 



<» 



+ 



e' 



y-l 



+ 2a; + A = 0, 



«^ + -^ + 2« + ^ = 0, 



^' +-^l- + 2a;+r 



|} V 



y — i' 



0, 



indem wir auf die Anwendung für solche Werthe von A, fi, v, für 
welche die Nenner verschwinden, Verzicht leisten. 

Wird nun aus der Gleichung (19) und je einer der Gleichungen 
(20) durch Subtraction das Glied 2x eliminirt, so ergeben sich mit 
Weglassung der nicht identisch in r verschwindenden Factoren r — A, 
t — fi, t — V die identischen Gleichungen: 



(21) 



y* 



+ 



z' 



+ 1 = 



(« — ^) (r — «r) 



(ß-t)(ß-l) ■ (y_.)(y_i) 

(ß—')(ß-l^) "^ (y-r)(y-^) + ^ — (p_r)(y-r) ' 



(p-«)(y-t)' 

(t-v)(x-l) 



y* 



+ 



(p-t)((J-*) ' (y-r)(y-v) 



+ 1 = 



(«-t)(»-ft) 

(P-t)(y-«) 



Ebenso gehen durch Elimination der Glieder mit ^ und e^ aus der 
Gleichung (19) und je einer Gleichung (20) zwei ähnliche Formel- 
gruppen hervor, von denen beispielsweise die letztere lautet: 



( (P-y)y' _i_o^4__ /^ 3^_ (t-ft)(t-«.) 



(21, -er) 



(ß-r)(ß-l) 

(ß - y)y' 

(ß-x)(ß-^) 



+ 2aj + r — (y — (t) = 



^''"''^^ + 2x + --(y-»') = - 



\(P—^)(P-'') 



(ß-z) 

(ß-T) ' 

(t — X)(t— ft) 



und die erstere (21,y) aus dieser durch Yertauschung von y* und ;?^, 
sowie ß und y entsteht. 

Aus diesen drei coordinirten Formelgruppen gehen nun weitere 
durch Substitution specieller Werthe Ton r hervor. So folgt zuerst 
aus den drei Gleichungen (21), wenn beziehungsweise z <= k, (i, v 
gesetzt wird: 



(22) 



y 



z' 



((» - i)» "f (y - X)' "^ ^ (ß-l)(y-l)' 



y' 



» [_ 



»' 



y' 



(y— /*) 
2 



-.+ 1 = 



(y — (») (X — ft) 

'(P-<*)(y-i»)' 



I -' I 1 (X-.>)(ft-i>) 

(p -*)•"•" (y -*)» "T" ^ (P-»)(y-,) 



und, wenn beziehungsweise r = |u oder v, v oder X, k oder fi gesetzt wird: 
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(23) 



y' 



z' 



— tt^ rÄ — f;^ 'i ^v — «,> ^v _ «^ • -^ ^> 



(P — f*) (P — »') • (y — /*)(y — •») 

y% gl 

(P - ■») (ß - i) "^ (V - V) (y - i) 



y* 



+ 



+ 1=.0, 
+ 1 =0. 



In gleicher Weise entstehen aus den drei Gleichungen (21, e) die 
Relationen: 



(22,;») 



(L=^_2(,_,) + 2. + . = -^^^^^'^, 



und: 



(.P - v)y' 



(ß-v) 



(y — H) — (y — v) -\- 2x -\- y = , 



(ß-l>)(ß-v) 
(23,.) |^^t|^^-(y_v)-(y-A) + 2a; + y = 0, 

_fc|^_(y_,)_(,_^) + 2a: + , = 0. 

Für die Ebene z = benutzen wir aus dem zu Anfang von 
§ 7 angegebenen Grunde etwa von den Formebi (23) nur die erste 
oder zweite, jenachdem X = y oder ^ = y ist, und erhalten für beide 
Fälle mit Anwendung der in § 29, zu IV eingeführten Bezeichnung die 
Relation : «<> 

(vgl. Anm. n, 4, 23^), giltig für zusammengehörige Coordinaten x, y 
und A*, fi* aller Punkte der a;y-Ebene. Mit k' = y folgt hieraus für 
alle Punkte der linken Focalparabel c: 

y' 



(23, y) 



(ß-Y)(ß-^) 



+ 1 = 0. 



§. 31. Die paraboliBOlien Ooordinaten eines Linienelementes. 

Zwischen den gewöhnlichen Coordinaten x, y, z, dXj dy^ dz und 
den parabolischen Coordinaten X, ^, i;, dA, dft, dv eines Linien- 
elementes (vgl. Anm. V, 3) besteht, aus (15) hervorgehend, identisch in z 
die folgende Gleichung: 

(24) (^_.)(y_.){^ + ^ + 2rf^) 



= -(.-A)(.-^)(.-v)j^ + .-^, + ^J. 
Aus ihr folgt mit r = A, (i, v: 
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und durch Vergleichung der beiderseitigen Coefficienten von r*, bezüg- 
lich mit Substitution der Werthe ß und y für r: 

2dx = — [dX -^ d(i -\- dv] y 

2(r-ß)ydy (ß-x)(ß-(.)(fi-v){^^ + ^^ + ^] , 

{2(ß-r)zdz (y_;l)(y_^)(y-»;){-^ + -^ + ^). 



(26) 



y — fl 



Die Formeln (25) drücken die drei letzten parabolischen Coor- 
dinaten des Linienelementes durch die letzten gewöhnlichen aus, wo- 
bei gleichzeitig zwischen den drei ersten Coordinaten der einen und 
anderen Art die Relationen (16) und (17) obwalten. Nur wenn der An- 
fangspunkt A, ^; V des Linienelementes mit A = ^ = y oder ^ = i/ = /} 
auf einer Focalparabel liegt, werden dX und dfi oder d^i und dv un- 
bestimmt. Die rechte Seite der ersten Gleichung (25) ist das Differen- 
tial der linken Seite der ersten Gleichung (16), woraus hervorgeht: 

L Die Coordinate dk eines Liniendementes verschwindet dann und 
rni/r dann, wenn das Element in der Coordinatenfläche X seines Anfangs- 
Punktes A, fi, v lieg% also einer Tangente des linken elliptischen Pardböloi' 
des X angehört. 

Hierbei gilt als Tangente in einem Punkte y, (n, v der Grenzfläche 
X = y (Doppelebene g^ = 0) jede durch diesen Punkt gehende Gerade, 
wie denn in (25) dX mit == 0, A = y unabhängig von dXy dy, dgs 
verschwindet. Die beiden letzten Formeln (25) erhalten mit js? = 0, 
A = y bezüglich die Factoren y — ft und y — v und reduciren sich, 
wenn nicht zugleich jit = y ist, auf: 

(p-x;)rf^ = 2(^-ft)|d^ + Ä), 
{v - iC)dv =2{ß-v)[dcc + ^] . 



Die hierdurch dargestellten Differentiale rfft, dv sind aber die parabo- 
lischen Coordinaten dA*, rfft* (vgl. § 29, IV imd Anm. 11, 5, 25*^) des 
in der Ebene z =^0 liegenden Elementes Xy y, dx, dy. Lidem wir also 
voraussetzen, dass das Element y, ft, v, 0, dfi, dv in dieser Ebene liegt, 
was aus X = y^ dX ^=0 allein noch nicht folgt, so erhalten wir mit 
Hinzunahme des analogen Falles ft = y, rfft = den folgenden Satz: 
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IL Sind die räumlichen pardbdischen Coordinaten eines in der xy- 
Ebene liegenden Linienelementes y^ yi,y Vj 0, d\i^ dv oder Xy y^ v, dXy 0^ dvy 
so sind seine ebenen parabolischen Coordinaten mit Bezug auf den Brennr- 
punkt BqI X' = ft, ft* = V, dX' = rf/it, dfi* = dv oder X' = X, ft'=v, 
dX' = dXy dii' = dv. 

Ausgenommen sind von diesem Satze die Linienelemente mit 
A = fi = y^ da fQr diese dX und d^ unbestimmt werden, dX ' aber 
bestimmt ist. Entsprechend verhalten sich die Elemente der o^jer-Ebene. 

Die Formebi (26) drücken die gewöhnlichen Coordinaten dx, dy, dz 
durch die parabolischen Coordinaten dXj d(ij dv des Linienelementes 
aus. Nur wenn der Anfangspunkt des letzteren in die Coordinaten- 
ebenen y = oder z ==^0 fällt, werden bezüglich dy oder dz un- 
bestimmt. Von diesen Ausnahmefällen abgesehen, ergeben sich aus (26) 
f&r die partiellen Differentialquotienten x^, y^^ z^ von Xy y, z nach 
Xy x^y y^y z^ usch ft und o?,, y^y z^ nach v die Werthe (vgl. § 29, 17): 



(27) 



1 y z 

^i=""Y? y^~~ ^{fi — xy ^i~ ~ %iy—iy 

1 y z 

1_ y z 



Hiermit nehmen die Gleichungen (23) die Form an: 

^a^i + y^Vi + ^3^1 = 0, 

woraus folgt (vgL Anm. V, 5®): 

IQ. Die pa/rabdlischen Coordinaten sind orthogonale Coordinaten, 
Femer ergeben sich aus den identischen Gleichungen (22) für die 

Ausdrücke: 



l =|/x,ä 4- y^2 + «j«; w = y^,« + y^* + «,», „ =}/^,« + y,^ + ^er, 

die Darstellungen: 



2 
3 



(y-ft)(X-fi) 

(P-f*)(y-f*)' 



_ 1 1 / (X - r) (fi - r)" 
^— 2 K (p-^Xy-i^)- 

§ 32. Die Axen eines Punktes in dem parabolischen 

Goordinatenaystem« 

Als Axen S, i?, 5 des Punktes P == A, {HyV in dem parabolischen 
Coardinatefisystem bezeichnen wir die positiven Tangenten der Coordi- 
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natefdinien oder, was dasselbe ist, die positiven Normalen der Coordir 
naten flächen im Punkte P (vgl. Anm. V, 2). Sie haben gegen das 
Coordinatensystem Oxy0 die Richtungscosinus (vgl. Anm. V, 2, 4^): 

X y z 



(29) 



n 



e 



z 



21 2l{ß — X) 2liy~X) 

1 y g 

2 m 2m ((5 — ^) 2m (y — /*) 

1 y g 

2w 2w((3 — v) 2w(y — v)' 



welche mit Substitution der Werthe (18) und (28) für x, y, Zy l, m, n 
vollständig durch die parabolischen Coordinaten X, ^, v des Punktes P 
ausgedrückt zu denken sind. 

Von dem Verlauf der positiven Normalen der Goordinatenflächen 
geht, da er sich nach der Richtung der wachsenden parabolischen 
Coordinaten bestinmit, aus der gestaltlichen Beschreibung des con- 
focalen Systems in § 28 (vgl. auch Fig. 22) noch eine andere Vor- 
stellung hervor. Da nämlich von zwei linken elliptischen Parabo- 
loiden das mit dem grösseren k imd von zwei rechten das mit dem 
kleineren v das innere (auf der concaven Seite des anderen liegende) 
ist, muss die positive Normale S der linken elliptischen Paraboloide l die 
innere, die positive Normale t, der rechten eUiptisdien Paraboloide v die 
äussere Normale sein. 

Aus den in § 9, zu Satz I angestellten Erwägungen folgt auch 
hier der Satz: 

I. Das Axensystem ^y ri, i eines ausserhalb der beiden Hauptebenen 
gelegenen Punktes P = k, fi, v ist, durch die Formeln (29), eindeutig 
bestimmt Es besteht aus den positiven Normalen der drei eigentlichen 
Coordinatenflächen im Punkte P (vgl. § 28, zu II). 

Ausserhalb der beiden Hauptebenen haben zugleich die Grössen (28) 
bestimmte endliche Werthe, sodass die Formeln des folgenden Satzes 
unmittelbar Anwendung finden können: 

n. Ein Linienelement mit den parabolischen Coordinaten X, ^, v, 
dA, dfij dy hat die absolute Umge: 



30) ds =^y?dk^ + m^dii" + n^dv^ 

und seine Bichtungscosinus Py q, r gegen die Axen i,, iq^ t, des Puriktes 
A, ft, V haben die Werthe: 

/o-f\ IdX mdii ndv 

(31) p==^, q=^-jf, r = ^. 
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Die Charakteristik (t, m, n) des Linienelementes (vgL Anm. V, 4) ist 
durch die Vorzeichen van dX, dfi^ dv eindeutig bestimmt. 

Nähert sich der Punkt P = A, fi, v dem Gebiete A = y oder (i = y 
der ersten Hauptebene (vgl. § 9^ zu 29, y), so erhalten die yollständig 
in X, (i, V dargestellten Richtungscosinus (29) bezüglich die folgenden 
Grenzwerthe : 



(29,y) 



I 
5 



X 



y 







8m 

1 
2n 



+1 




2m(|}— ft) 



2«((}— ») 









X 


y 1 


1 

'n 


1 

2{ 


1 

2n 


* 


2l(p-l) 
+1 

y 


2n(|J »-) ' 



WO in den dritten Verticalreihen das obere oder untere Vorzeichen 
gilt, jenachdem die Annäherung des Punktes an die Ebene ss = von 
der Seite der positiven oder negativen jef-Axe her geschieht. Für 
den Fall A == y ist die |-Axe zur Ebene der Grenzform A = y der 
linken elliptischen Paraboloide senkrecht, aber von unbestinmiter 
Pfeilspitze. Dagegen fallen die ri- und J-Axe in die xy-Ebene, stehen 
nach der ersten Formel (23) aufeinander senkrecht und sind zugleich 
die positiven Normalen der ersten Hauptschnitte der Flächen fi und v 
(vgl. Anm. II, 6), die Axen des Punktes y, (i, i/ = A', ^* in dem para- 
bolischen Coordinatensystem der a;y -Ebene (vgl. § 9, zu 29, y). 

Gleicherweise erhalten wir aus (29) bei Annäherung des Punktes 
P = A, fi, V an die Gebiete ^ = ß und v = /3 der zweiten Haupt- 
ebene (vgl. Fig. 22): 

(29,/S) 



n 

5 



X 


y 


z 


1 

21 



1 

2n 




+ 1 

- 


z 


2l{y^X) 



z 


2n{y — v) 



n 



X 

1 

2T 

1 



L 






z 



2m 

+1 



2l{y — l) 

z 
2w(y— /*) 

, 



in. Das Äxensystem |, 17, t ^^^^ ^^ ^^^^ Hauptebene gelegenen 
Punktes P = A, (i, v, der kein FocalpUMkt und kein Punkt der Hauptaace 
ist, wird, durch die Formdn (29, y; ß), zweideutig bestimmt Es besteht 
OMS den positiven Normalen der beiden eigentlichen Coordinatenfläcken im 
Punkte P und der mit unbestimmter Pfeilspitze genommenen Normale 
der Hauptebene seihst 

rV. Di^enigen beiden von den drei Aoien |, iy, g eines Punktes P 
in der ersten oder zweiten Hcmptd>ene, welche in diese Ebene faUen, sind 



2. Capitel. Die parabolischen Coordinaten. § 33. 129 

zugleich die Axen ^y rj des Punktes in dem ebenen parabolischen Coor- 
dinatensystem dieser Ebene (vgl. § 29, IV). 

Mit denselben Erläuterungen, wie in § 9, gilt femer der Satz: 
V. Bei BenuUwng der Grensswerffie von IdX, rndfiy ndv behalten 
die Formeln (30) und (31) auch für solche Linienelemente ihre Bedeubungy 
deren Anfangspunkt A, ^, v, ohne Focalpunkt m sein, in einer Haupt- 
ebene liegt. In der Charakteristik des Elementes ist das eine der drei 
Symbole I, m, n zweideutig oder 0. 

Tritt der Punkt P = A, (i, v mit X = ii = y oder (* = i/ = /5 in 
die linke oder rechte Focalparabel ein, so bleiben von den Bicbtungs- 
Cosinus (29) nur die der g- oder |-Axe bestimmt und werden: 

(29;y,y) \ ^ y z 



(29, ft^) 



s 


1 

2n 
X 


^ 


y z 


% 


1 
2Z 


"^ 


2Z(y~X) 



VI. Bas Axensystem %, iy, g eines PunJctes P == A, ja, v auf der 
linken oder rechten Focalparabel ist unendlich vieldeutig. Es besteht aus 
der positiven Normale der einzigen durch den Pu/nkt gehenden eigent- 
lichen Coordinaten fläche, zugleich der Tangente der Focälparabd (vgl. 
§ 30, 23, y), und zwei in der Normalebene der letzteren bdiebig cmzur 
nehmenden rechtwinkligen Axen, 

Im Uebrigen gelten auch hier die Schlussbemerkungen des § 9. 

§ 33. Die Sohnittpunkte einer geraden Linie mit dem 

confocalen System. 

Wie in § 10 sei q der Parameter des laufenden Pimktes der Ver- 
bindungslinie zweier Punkte 

A = ^i> Viy h = Kj ih) ^1 ^^ Pi = i^2; y2y ^8 = ^^ ft» ^2- 

Das Product der beiden äusseren Coefflcienten der quadratischen Glei- 
chung für Q, von welcher die Schnittpunkte der Geraden mit einer 
beliebigen Fläche r des Systems (9) in § 27 abhängen, ist wie dort: 

T= (r — Ai)(r — ^)(r — i/i).(r — l^)(t — ^)(t ~ v^). 

Ist dieses Product negativ, so sind die Schnittpunkte der Geraden 
PiP^ mit der Fläche t reell und durch P^ und P^ voneinander ge- 
trennt. Dies ist wie in § 10 der Fall, wenn entweder r = A, A^ alge- 
braisch kleiner als jedes endliche A, d.h. X — Ai>0, >t^==y oder 

Staude, Focalelgensoliaften der Flächen 2. Ordnung. 9 
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r = ^, ftL = y> ih'^ ß ^^®r r = v, i/j = /3, v^ grosser als jedes end- 
liche Vy d. h. V — Vg < 0. Es folgt daher: 

I. Hat eine gerade Linie mit den beiden Grenzformen einer der drei 
Flächensdhoaren (12) je einen Punkt P^ und P^ gemein, so schneidet sie 
jede eigentliche Fläche derselben Schaar in ewei reeUen Punkten^ die durch 
Pi und Pg getrennt sind. 

Hieraus aber gehen ebenso wie in § 10 die drei Sätze hervor: 

n. Schneidet eine Gerade die beiden Grenzformen A ™ — cx) und 
X^= y der linJcen eHifptischen Paraboloide l je in einem Punkte D und C, 
so ist ßr aUe von D nach G gerichteten Linienelemente der beiden Ab- 
schnitte DC: dX>0. 

ni. Schneidet eine Gerade die beiden Grenzformen ii=^y und (i = ß 
der hyperbolischen Paraboloide ^ je in einem Punkte C und B, so ist 
für aUe von C nach B gerichteten Elemente der beiden Abschnitte CB: 
dii>0. 

IV. Schneidet eine Gerade die beiden Grenzformen v = ß und 
v == -(- oo der rechten elliptischen Paraboloide v je in einem Punkte B 
und Dy so ist für aUe von B nmh B gerichteten Elemente der beiden 
Abschnitte BB: rfv > 0. 

Hierbei ist indessen ein besonderes Vorkommniss hervorzuheben. 
Im Allgemeiuen sind nämlich die beiden Punkte B und C oder C 

• 

und B oder B und 2), in denen eine Gerade zwei gleichnamige Grenz- 
flächen A = — oo und A = y oder (i = y und f* = /J oder v = ß 
\md 1/ = + ^5° (yg^- § 28, 12) triffi, voneinander getrennt. Sollen sie in 
einen Punkt zusammenfallen, so müssen durch diesen zwei gleich- 
namige Flächen (12) hindurchgehen. Dies ist aber nach § 28, TL nur 
für einen einzigen Punkt möglich, den unendlich fernen Punkt der 
X'Axe; wir wollen ihn x^» oder x^» nennen, jenachdem wir ihm in 
der Bichtung der positiven oder negativen x-Axe zustreben. Für die 
durch diesen Punkt gehenden, also der Hauptaxe parallelen Geraden 
erfahren die Sätze H — IV eine Aenderung. Für alle Elemente einer 
solchen Geraden ist nach § 31, 25 mit t?j^ = 0, dz =^0: 

— (^ — f*) (^ — ^)öf^ = 2(/J — X){y — X)dx, 

(25') — (f* — «') (f* — ^)äli> = 2(/3 — ft) (y — ii)dx, 

T- (v — X)(y — (i)dv = 2{ß — v){y — v)dx. 

Liegt nun die Gerade in keiner Hauptebene, so ist auf ihr nirgends 
A = |x oder (i=^ v, nirgends auch A oder (i =^ y, (i oder v = /J, also 
für keines ihrer Elemente (im Endlichen) eine der Coordinaten rfA, 
Jft, dv unbestimmt oder 0. Vielmehr folgt aus (25') für dx <iO mit 
Rücksicht auf die Ungleichungen (11): 
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V. Für alle der positiven x-Axe entgegengesetzt {nach dem Punkte 
aj-oo) gerichteten Elemente einer mr x-Axe pcvrallelen und in heiner 
Hauptebene liegenden Geraden ist dA > 0, dft > 0, dv>0. 

Liegt die betrachtete Gerade in einer Hauptebene, so erfahren die 
Sätze n — V Modificationen, durch welche sie auf die entsprechenden 
Sätze über ebene parabolische Coordinaten zurückkommen (vgl. Anm. ü, 7). 



Drittes Capitel. 
Focalkegel and FocalliBien im confocalen System. 



§ 34. Begriff und HauptaxentranBformation der Focalkegel. 

Die beiden Kegel, welche von einem Punkte P *= ir, y, des 
Baumes über den beiden Focalparabeln c und 6 eines Systems con- 
focaler Paraboloide errichtet sind, heissen die Focalkegel des Punktes P, 
der linke Focalkegel Pc und der recJite Focalkegel P6. 

Die Gleichungen der beiden Kegel in laufenden Coordinaten X, T, Z 
ergeben sich auf demselben Wege wie in § 11 und lauten: 



(32) 



{(Z-z)y-(Y~y)z}' _2(X-a;)(Z-g)g+(2a;+y)(^-g)'=0, 

r / 



Die erstere Gleichung (82) reducirt sich, wenn P in die Ebene j/ == 
der rechten Focalparabel fällt, auf: 

(32') f^-2{X-x)(Z-z)z + (2x + y)(Z-zy=^0, 

dagegen, wenn P in die Ebene z = der linken Focalparabel eintritt, auf: 

(32") {^ + 2^ + y)2« = 0. 

Liegt daher P selbst auf der linken Focalparabel (vgl. § 26, 8), so 
wird die Gleichung des linken Focalkegels identisch in X, T, Z er- 
füllt. Wir hetrachten als Focalkegel eines solchen Punktes das Geraden- 
iündel mit dem Centrum P. In analoger Weise verhält sich die zweite 
Gleichung (32) für besondere Lagen des Punktes x, y, 0. 

Um die Gleichungen (32) von dem ursprünglichen Coordinaten- 
system Oxyz{OXYZ) auf die Axen |, ri, g des Punktes P zu trans- 
formiren, dienen nach § 32,29 die Formeln: 

9* 
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fz_^ = _i.|| + ^ + l), 

2 1* ' m ' n J ' 

(33) Y— y = — y|^|j_ ;^j + ^(p — fi) + w((J— v)l ' 

Die Substitution dieser Werthe in die erste Gleichung (32) des 
linken Focalkegels giebt: 

^ ^2 / 8 I ^ ( g \ |1 . JL . 11 

2 * U(y — X) » w(y— j») ^n(y — v)J l Z • w ' n I 

oder nach |, i?, g geordnet: 
+ [f^ -%-<•) + 2« + r]=><^. 

+ [(i.i!.7J-'» -''-')-fr-'')+^''+''] 1. o-llr - » I- *>• 

Werden jetzt die Formeln (22, z\ (28) und (23, g) benutzt, der Werth 
(17) von 0* eingesetzt und mit — {ß — y) multiplicirt, so reducirt sich 
diese Gleichung, auf : 

(34) (y_A)(y-^)(y-t,){-^ + ^ + ^J=0. 

Vorstehende Transformation gilt für jeden Punkt P = a?, y, je? = A, ^, v 
ausserhalb der beiden Hauptebenen. Ist dagegen etwa y = 0, f* = /3, 
so sind die Formeln (33) nach (29,/J) durch folgende zu ersetzen: 

Z — e = — YU(y_i) + n{y—v)\ 

Und diese in die Gleichung (32") zu substituiren. Danach ergiebt sich: 
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JV _!«» |_L_ j_ _L_1 |1 4. 11 

ß — y 2 U(y — 1) ~n(y— v)! l ? ~ «J 
Oder +(2- + y)4^*lT(7^ + ;KF=lör = 0, 

+ [_(y-,)_(y_,) + 2:. + y] ,,(,j;)^(,_,) }-0. 

Jetzt kommen von den Formeln (22^ d)y (28) und (28, d) gerade nur 
diejenigen in Betracht, welche ß — ^ nicht in den Nennern enthalten. 
Im übrigen erhalten wir wie vorhin: 

(34') (y_A)(y-^)(y-v)(^, + ^ + ^)=0, 

d. h. die Gleichung (34) gilt auch für ft = /}. Ebenso wird ihre 
Giltigkeit für Punkte v = ß der iCjef-Ebene bewiesen. Bei der zu (34') 
führenden Transformation kann nachträglich auch noch v = ß gesetzt 
werden, einem Punkte P auf der rechten Focalparabel entsprechend. 
Die entstehende Gleichung (34') enthält ij imd g nur in der Verbindung 
^* + S^ ^uid ist daher für die unendlich vielen Axensysteme |, iy, 5 des 
Punktes A, /J, ß (vgl. § 82, VI) dieselbe. 

Ist endlich P im Gebiete X = y oder (i = y der rcy- Ebene ge- 
legen, so haben wir nur in der Gleichung (32") ^=ip| oder Z=^ri 
zu setzen (vgl. § 32, 29, y) und erhalten mit Hinblick auf § 29, 15, y: 

(y — f*) (y — v)|2 = oder (y — X){y — v)if = 0, 

d. h. die Gleichung (34) gilt auch für X = y oder ii = y. Für X = (i = y 
wird sie, wie (32"), eine Identität. 

Da analoge Entwickelungen für die zweite Gleichung (32) gelten, 
können wir allgemein den folgenden Satz aussprechen: 

I. Die Gleichmgen des linJcen Focalkegels Pc und des rechten Foccd- 
Icegds Pi eines beUebigen Punktes P = A, (t, v lauten in Bemg auf die 
Axen 5, ^, S des Ptmktes: 



(34) 



(y_A)(y_^)(y_^)[_il_+_^ + _iL|=0, 



Hieraus folgen aber wie ia § 11 die Sätze: 

H. Die beiden Focdücegel des Punktes P = A, f(, i; haben dessen 
Axen iy ri^ ^ als Ea/wptaxen. 
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in. IHe beiden Focalkegel eines Punktes P, der hein Focal^pwnld ist, 
sind stets zwei tmgleichnamige Kegel eines Systems confoccder Kegel. 

IV. Für einen Punkt P auf einer FocaJparahd ist der gleichnamige 
Focdücegd unbestimmt (ein Geradenbiindd), der ungleichnamige ein Botor 
tionskegel mit der Tangente der Focalparabel im Punkte P als Botoitumsojxe. 

Bei dem speciellen coufocalen System^ dessen Focalparabeln in ein 
linkes und rechtes Focalaxenstück c und b (vgl. Fig. 20') ausgeartet 
sind, fallen die beiden Focalkegel eines ausserhalb der Botationsaxe 
liegenden Punktes P in seine Meridianebene, indem jeder von ihnen 
zwei entgegengesetzte der vier Winkelräume bedeckt, in welche die 
Ebene durch die (unbegrenzten) Verbindungslinien des Punktes P mit 
dem Hauptbrennpunkt Bq = C^ und dem unendlich fernen Punkte der 
iC-Axe zerlegt wird. 



§ 35. FocaUinien und Focalhalbstrahleii eines Punktes. 

Eine gerade Linie, welche sowohl die eine als auch die andere 
der beiden Focalparabeln eines Systems confocaler Paraboloide schneidet, 
heisst eine FocaMinie des Systems. 

Durch einen Punkt P = k, [i, v gehen im Allgemeinen eine be- 
grenzte Anzahl von FocaUinien, die Schnittlinien seiner beiden Focal- 
kegel (34), zu denen jedenfalls die Verbindungslinie des Punktes mit 
dem gemeinsamen Punkte x±<x> der beiden Focalparabeln (vgl. § 28, 
vor n) gehört. 

Mittels desselben Verfahrens, wie in § 12, leiten wir auch hier 
den Satz ab: 

I. Die BichUmgscosinm jp, q, r einer FocalUnie des Punktes A, ^e, i/, 
der kein Focälpunkt ist, gegen seine Axen |, ly, 5 sind dwrch die Glei- 
chungen bestimmt: 

Aus ihtn folgt mit Benutzung der eben über den Pimkt x^^ ge- 
machten Bemerkung zuerst: 

n. Bwrch jeden Pu/nkt ausserhalb der beiden HaMptebenen gehen vier 
getrennte FocaUinien, von denen eine der Hauptaxe parallel ist; 
und dann wie in § 12 weiter: 

in. Durch jeden Punkt in einer Rauptebene, der nicht Focalpunkt 
isi, gehen zwei FoödUinien, die FocaUini'Cn des Punktes in dem confocalen 
Parabelsysteme (9, z) oder (9, y) der betreffenden Ebene (vgl. Anm. II, 8). 

Unmittelbar aus der Definition der FocaUinien folgt endlich: 
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IV. JDmch jeden Punkt einer Focalpa/rabd gehen einfach tmencUich 
viele FocaUinien, die Erzeugenden des BotaUonskegels von dem Punkte 
über der anderen Focdlparabel Dmch den gemeinsamen unendlich fernen 
Punkt der "beiden Focaiparabeht gehen zweifach unendlich viele FocaUinien, 
die ParcLÜelen zwr Hauptaooe. 

Bei dem speciellen confocalen System (9') (vgl. Pig. 20') sind die 
FocaUinien eines Punktes P ausserhalb der Botationsaxe die^ den 
beiden Focalkegeln gemeinsamen, Verbindungslinien des Punktes mit 
dem Hauptbrennpunkte B^ = Cq und dem unendlich fernen Punkte 
der Botationsaxe. Diese sind aber zugleich die FocaUinien, welche dem 
Punkte P in dem confocalen Parabelsystem § 27, 9q seiner Meridian- 
ebene zukommen, sodass zu ihrer analytischen Bestimmung auf die 
Ebene verwiesen werden kann (vgl. Anm. 11, 8). 

Indem wir uns zu dem allgemeinen confocalen System zurück- 
wenden, folgern wir unter Benutzung der in § 13 eingeführten Termi- 
nologie auch hier: 

V. Die Bicktungscosimis ei$ies FocalhMstraJUes des PwnktesP=X, (i, v 
gegen die Axen ^, i], ^ des letzteren sind: 



wo (l, in, n) die GharakteristiJc des FocaJhalbsiraMes im Pwnkte P ist. 
Wenn wir ferner die acht Pocalhalbstrahlen eines Punktes wiederum, 
wie in § 13, mit : 



(37) 



-/; = ( ) -/» = (--+) 



bezeichnen, so ergiebt sich für sie dieselbe Anordnung gegen Axen 
und Ebenen des Coordinatensystems PlijS? wie sie dort in (38) und 
(39) dargestellt ist. Die yz-W^ene spielt hier keine besondere Bolle, 
wie es dort der Fall war; dagegen bleibt das dort zu (40) Bemerkte 
für den Eintritt des Punktes P in eine der Grenzflächen A = y, f* = y; 
|x = /J, 1/ = /3 auch jetzt in Kraft. Insbesondere gilt der Satz: 

VI. Wird das Symbol in der Charakteristik eines FocalhdlbstraMes 
eines Punktes der ersten oder zweiten Hauptebene im confocalen System 
der Pa/rdbohide weggelassen^ so geht die Charakteristik in diejenige überj 
welche der FocalhalbsiraM in dem confocalen Paräbeisystem (9, z) oder 
(9,y) dieser Ebene hat (vgl. Anm. II, 9). 
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§ 36. Das FooaJlinienelement und die Aendenmg seiner 

l&igs einer Fooallinie. 

Die Charakteristik (I, tn, n) eines Focalhalbstrahles im Punkte 
P=Xf lif V ist (ygL § 14) zugleich diejenige seines Anfangselementes. 

Aus (37) folgt daher mit Rücksicht auf § 33, Y und die Anfangs- 
bemerkungen von § 35 zuerst: 

I. Die FocaJhalbstrdhien -f- f^ und — fi haben hezügUch die Bidir- 
timg der negativen und positiven x-Axe (laufen hemiglic^ von P nach 
den Punkten o;. « tmd x^»). 

Und dami wie in § 14: 

I. Zwischen den parabolischen Coordinaten ky ^ly v, dX, dfL^ dv und 
der absoluten Länge ds eines FocaUiniendementes von der Charakteristik 
((, m, tt) bestehen die BdaMonen: 



(41) ' d8—^Y(j^'-x){v-xy dB —^V {v^f^nx-y^y 



ndv 
IT 



_„l /CP-^)(y — y) 



unter Benutzung der Werthe (28) von l, m^ n nehmen diese For< 
mein fQr einen Punkt A, f(^ v ausserhalb der beiden Hauptebenen die 
Form an: 

(X — »)(ft — y) ndv _ , 

Werden sie nun bezüglich mit den Factoren: 

{i^-v){ß-l){Y-k), (v-X){ß-ii)(y-ii), (k-^){ß-v)(Y-v\ 

deren Summe == — (ft — v) (v — A) (A — ft) ist, multiplicirt und addirt, 
so folgt: 

(42) d5 = Y (Idl + md(i + ndv). 

HL Die absolute Länge ds eines FocaUiniendementes mit den para- 
hoUschen Coordinaten A, fi, Vy dX, d(i, dv und der Charakteristik (I,m,n) 
hat den Werth (42). 

Die auch für die beiden Hauptebenen gütige Formei;(vgl. § 14) geht 
unter der Annahme I = m = n = — s, ^ = lt:^; ^ welche nach I: 
ds = sdx ist, in die erste Formel § 31, 26 über. 

Eine nicht in der Ebene einer Focalparabel gelegene FocaUinie 
schneidet jede der beiden Focalparabeln h und c in einem einzigen 
Punkte B und (7, zugleich ihrem Schnittpunkte mit der Ebene y = 



3. Gapitel. Focalkegel und FocaJlinien im confocalen System. § 36. 137 

und je? = 0. Ist der eine der beiden Punkte B und C, etwa J?, un- 
endlich fem, also der unendlich ferne Punkt der a;-Axe, so liegt, da 
G in der a;j/ -Ebene liegt, die ganze Focallinie in der ^y -Ebene, es sei 
denn, dass auch G mit B zusammenfällt. Es giebt daher zwei Typen 
von Focallinien, die nicht ganz in einer der beiden Hauptebenen liegen: 
bei dem einen Typus sind B und G voneinander und je vom unend- 
lich fernen Punkte JD der Focallinie getrennt, die Focallinie des anderen 
Typus ist der Hauptaxe parallel und ihre drei Punkte J?, C, D fallen 
zusammen. 

Was die Focallinien des ersten Typus betrifiFt, so ist nach 
§ 33, n — rV längs der beiden Abschnitte von 2) nach G beständig 
dl > 0, längs der beiden von G nach B dfi^O und längs der beiden 
von B nach 2) dv>0. Für den zweiten Typus ist nach § 33, V 
von x^oo bis a?_«> beständig dX > 0, dfi'^ 0, dv > 0. Es gelten 
daher für die beiden Typen die in der folgenden schematischen Dar- 
stellung angegebenen Charakteristiken, jede in der durch den bei- 
gesetzten Pfeil bezeichneten Richtung: 



(43) 



(D ++- B +-+ C -++ D 

+ -+- + 

l2)==J?=(7. ^ ZZZ--- G = B = D 

+++ 



Für die in der xy- oder xis -^hene verlaufenden Focallinien gilt dieses 
Schema deshalb nicht mehr, weil sie zwei Punkte G oder zwei Punkte B 
enthalten, ihre Schnittpunkte mit der Focalparabel der betreffenden 
Ebene. Eine Focallinie der a;y-Ebene ist nach § 35, III zugleich Focal- 
linie in dem confocalen Parabelsystem (9,^) mit dem Brennpunkte Bq 
und hat in diesem, wenn sie nicht der x-Axe parallel ist, die 
Charakteristiken (vgl. Anm. ü, 10) : 

Ihre Schnittpunkte G mit der linken Focalparabel c, welche eine eigent- 
liche Parabel des Systems (9, 0) ist, liegen nach Anm. ü, 7, 1 durch die 
Punkte Bq und D getrennt. Es ergeben sich also aus (43q) die Cha- 
rakteristiken der einzelnen Abschnitte im Baume, wie in § 14: 

/viQ'N -O +®- C 0+- Bo 0-+ G -0-h D 

^ ^ —0+ — h OH — -f-0— 

und entsprechend für die übrigen bei (43) ausgeschlossenen Fälle. 
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§ 37. Die Schnittpunkte der Fooallinien eines Punktes mit den 

Foealparabeln. 

Die Schnittpunkte einer Focallinie /i (vgl. § 35, 37) eines Punktes P, 
der in keiner der Ebenen y = 0, z = 0y noch auch in der unendlich 
fernen Ebene liegt, mit den drei genannten Ebenen seien Bi, Ci, D». 
Die Charakteristiken der positiven Focalhalbstrahlen + ft im Punkte P : 

+^l-(+ + +), +r, = (+ + -), +/•,= (+-+), +/'4=(+ ) 

sind zugleich die Charakteristiken der Anfangselemente der Focalhalb- 
strahlen. Diese Anfangselemente müssen daher nach (43) beziehuogs- 
weise einer Focallinie des zweiten Typus oder dem ersten, zweiten 
oder dritten Abschnitte einer Focallinie des ersten Typus angehören. 
Hieraus folgt für die Focallinie /*i wiederum der bereits § 36, 1 an- 
geführte Satz und für die drei anderen in der Bezeichnung wie § 15,44: 
Die Beihenfolge der Punkte P, P,-, d auf den drei FocaUinien 
fi (i s= 2, 3, 4) des Punktes P, in der BicMwng der positiven FocaOiatb' 
strahlen •■\' fi, ist die folgende: 

(44) f,==PB,C„ f,==B,PC„ f,^PG,B^. 

Dies kann aber auch in folgenden Sätzen formulirt werden: 

I. Der FocaUmlbstraM + f^ trifft zuerst die rechte Foccdparabd &, 
dann die linke Cy + f^ umgekehrt zuerst die linke und dann die rechte. 

n. Von der Focallinie /g trifft der HaJbsbrahl -}- f^ stets die linkcy 
— f^ stets die rechte FocaJjpardhel. 

Die Sätze § 36, I und § 37, I; 11 ermöglichen es, die acht Focal- 
halbstrahlen in der in § 35, 37 angenommenen Weise mit +/i zu 
benennen, wenn die vier FocaUinien an einem ModeU oder in einer 
Zeichnung (vgl. Fig. 23) construirt vorliegen (vgl. Anm. VI, 2). 

Wenn der Punkt P ia eiue der beiden Hauptebenen zu liegen 
kommt, gehen die vier FocaUinien paarweise zusammenfaUend in die 
beiden FocaUinien des betreffenden confocalen Parabelsystems über, 
sodass über ihre Lage selbst nichts zu sagen bleibt. Es kommt nur 
darauf an, ihre Punkte P, C als Grenzlagen der im Allgemeinen der 
TabeUe (44) entsprechenden Punkte P, G zu kennzeichnen. 

Tritt nun der Punkt P = A, ft,^ i/ in die icy-Ebene ein, so faUen 
nach den auch hier geltenden Formeln § 13, 40 seine acht Focalhalb- 
strahlen paarweise in die vier Focalhalbstrahlen hinein, welche der 
Punkt P in dem confocalen Parabelsystem § 27 , 9, ;& besitzt. Was 
im Besonderen die vier positiven Focalhalbstrahlen angeht, so laufen 
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für A = y (nach § 13, 40 und Anm. ü, 11): +/i von P nach a?-«, 
-f- f^ von P nach Pq, + f^ und + f^ von P nach den mit -f- /i und 




Fig. 28. 



-|- f^ entgegengesetzten Richtungen (vgl. Fig. 23, A = y), ßlr ii = y 
hingegen + f^ und + f^ nach a?— «, + /i ^^^ + /i ^^^^ -^o (^S^- 




Fig. 28,2 = y. 



Fig.23,(t=y). Während daher im Falle A = y, beim Uebergang von einem 
ausserhalb der xy-Woene liegenden Nachbarpunkte zu dem betrachteten 
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Punkte P dieser Ebene, Bq die gemeinsame Grenzlage der Schnitt- 
pimkte B^ und B^ der beiden eben noch getrennten Focallinien f^ 




Pig. 28,A«==y. 



und /g mit der Focalparabel b ist, so sind die beiden Schnittpunkte der 
vereinigten Focallinie + /i = + /s ^^* ^®^ linken Focalparabel die 




Pig. 38,/* = /*. 
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Grenzlagen der früheren Schnittpunkte C^ und Cg (vgl. Fig. 23, A = y), 
und zwar der durch Bq von P getrennte (vgl. § 87, 1) die Grenzlage von 
Og, der andere von G,. Ebenso ist auf den vereinigten Focallinien 
zt.fi = -ff4: ^®^ endliche Schnittpunkt mit der linken Focalparabel 




i<-^A ^-^. 



lig. 28, v = ^. 



die Grenzlage von (7^, während JB^ in den unendlich fernen Punkt der 
rechten Focalparabel 6 gefallen ist. Dementsprechend sind in Fig. 23, A = y 
und ebenso in den drei folgenden auf die Fälle (t = y, ^ = ß^ v = ß 
bezüglichen Figuren 23 die Punkte B und C mit den Indices 2, 3, 4 
derart bezeichnet, wie sie als Grenzlagen der gleichbezeichneten Punkte 
in der ersten Fig. 23 hervorgehen. Indem in diesem Sinne je zwei zu- 
sammengefallene Focallinien noch immer als getrennt aufgefasst werden, 
bleiben die Sätze I und ü, bezüglich die Formeln (44) auch für Punkte 
der beiden Hauptebenen, vorausgesetzt dass es keine Focalpunkte sind, 
bestehen. 

Bei dem speciellen confocalen System liegen beide FocalUnien 
(vgl. § 35) des Punktes P in seiner Meridianebene. Der Focalhalb- 
strahl von P nach dem Hauptbrennpunkte Bq = Cq (vgl. Fig. 23'), 
der beide Focalaxenstücke b und c in ihrem gemeinsamen Punkte 
Bq = Cq triflFt, ist nach (44) aus +^2 ^^^ +/4 hervorgegangen. 
Dagegen ist in die mit der Botationsaxe parallele Focallinie f^ auch 
die Focallinie /g hineingefallen, indem ihre nach (44) durch P ge- 
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trennten Punkte B^ und C^^ dieser nach links und jener nach rechts 
sich in's Unendliche entfernt haben ^ sodass + ^s = + /i- Ersichtlich 
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Fig. 28. 



ist Fig. 23' ein Specialfall von Fig. 23, ft = y oder Fig. 23,^ = /3, 
da jede Meridianebene im speciellen System sowohl der xy- als der 
a;;8r -Ebene des allgemeinen entsprechen kann. 



Viertes Capitel. 
Die Theorie der gebrochenen Foealdistanzen. 

§ 38. Gleiohgewiohtsdistaiizen und kürzeste Entfernungen über 

die Fooalparabeln. 

Indem mit P ein beliebiger Punkt im Baume und mit C^ ein 
Punkt der linken Focalparabel c bezeichnet wird, sei PBC^ eine 
Gleichgewichtsdistanz beider Punkte über die rechte Focalparabel b 
und B der Gleitpunkt (vgl. § 16). Da dann der Halbstrahl BC^ dem 
Rotationskegel Bc angehört, der vom Pimkte B über der linken 
Focalparabel c errichtet ist (vgl. § 34, IV), gilt dasselbe nach § 16, 1 
auch von dem Halbstrahle BP und muss die Gerade BP die linke 
Focalparabel schneiden, also eine Foccdlinie des Punktes P sein. Ist 
daher P kein FoccH/punkty sodass er vier getrennte oder theilweise zu- 
sammenfallende Focallinien /i {i = 1, 2, 3, 4) hat, so ist B einer der 
drei Punkte Bj, JSg, B^, in denen die drei Focallinien f^yfz, /l die 
rechte Focalparabel treffen; der Punkt B^ kommt, da er unendlich 
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fem Megky als Gleitpunkt einer Gleichgewichtsdistanz nicht in Betracht. 
Es können somit keine anderen als die drei gebrochenen Entfernungen 
P5,C0(i = 2,3,4) der Punkte P und C^ über h Gleichgewichts- 
distanzen sein. Damit sie es wirklich sind^ ist nach § 16^ I erforder- 
lich; dass die Halbstrahlen BiP und BtC^ verschiedenen Mänteln des 
Rotationskegels BiC angehören. Da der Halbstrahl BiC^ die linke 
Focalparabel c in C® trifft, darf auf dem Halbstrahle BiP kein Punkt 
von c liegen, soweit er auch verfolgt wird (hierbei gilt a?-.» (vgl. 
§ 33, zu V) als Punkt auf c und a?-f « als Punkt auf 6). Au^ den in 
der Richtimg von Bt nach P gelesenen Formeln § 37, 44 ergiebt 
sich aber, dass diese Bedingung nur für den Halbstrahl B2P erfüllt 
ist, während die Halbstrahlen B^P und B^P die linke Focalparabel in 
O3 und O^ treffen. Also erhalten wir das Resultat (vgl. Fig. 24): 

I. Zunschen einem belie- 
bigen Punkte P, der Jcein 
Focälpunkt isty und einem 
Punkte C^ der Unken Focal- 
parabel c giebt es eine ein- 
zige GleichgeuncMsdistanjs 
über die rechte Focalparabel, 
nämUch PB^C^ 

TL Der Gleitpunkt B^ 
ist der Schnittpunkt des- 
jenigen der drei Focaihalb- 
strählen + /i (i = 2, 3, 4), 
welcher suerst die rechte und 
davm die linke Focalpa/rabel ^8- 2*. 

trifft, mit jener. 

Die gebrochene Entfernung PBC^ der Punkte P und C^ über 
die rechte Focalparabel ist nach I nur für eine einzige Lage des 
Gleitpunktes B eine Gleichgewichtsdistanz und kann nach § 16, lU 
nur für diese ein Maximum oder Minimum ihrer Länge haben. Ein 
Minimum aber muss sie in der That besitzen. Denn während sie un- 
begrenzt gross werden kann, indem der Gleitpunkt B auf der rechten 
Focalparabel sich entsprechend weit entfernt, kann sie niemals ver- 
schwinden, da B von dem im Endlichen angenommenen ungleich- 
namigen Focälpunkt C^ stets getrennt, also die Entfernung BC^ nie- 
mals null ist. Die einzige vorhandene Gleichgewichtsdistanz ist demnach 
die kürzeste Entfernung der Punkte P und C^ über die Focalparabel b : 

ni. Zwischen einem beliebigen Punkte P, der kein Focalpwnkt ist, 
und einem Punkte G^ der linken Focalparabel giebt es stets eine und nur 
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eine hüriseste JEntfermmg über die rechte Focdtparabd &, die g^ochene 
Entfernung PB^C^ 

Es erübrigt^ diese Sätze auf den bisher ausgeschlossenen Fall aus- 
zudehnen ^ dass P selbst ein Focalpwnkt ist. Hierauf führt am besten 
die Betrachtung der besonderen Formen der Gleichgewichtsdistanz 
PB^C^ für einen Punkt P einer Hauptebene. 

Kommt der Punkt P in die Ebene der linken Focalparabel zu 
liegen, so fäUt (vgl. Fig. 23, A = y; ft = y) der Gleitpunkt B^ in deren 
Brennpunkt JBq, während zugleich der Rotationskegel B^c die zweite 

Grenzform von § 16, H an- 
nimmt. Die so sich er- 
gebende Gleichgewichts- 
distanz PB^C^ (vgl, Fig. 
24, y, /J) kommt aber nicht 
nur jedem Punkte P inner- 
halb oder ausserhalb der 
linken Focalparabel, son- 
dern auch einem Punkte 
P zs=z C dieser selbst zu. 
Seinen unendlich vielen 
Focallinien CB entsprechen 
zwar dann unendlich viele 
gebrochene Entfernungen 
CBG^ der Punkte C und 
C^ über die rechte Focalparabel, aber deren Halbstrahlen BG und 
BC^ gehören demselben Mantel des Botationskegels Bc an. Es 
liegen daher keine Gleichgewichtsdistanzen vor, es sei denn dass mit 
B = Bq beide Mäntel des Kegels in einer Ebene sich vereinigen. 
Daher gelten die Sätze I und HI auch für einen Punkt P der linken 
Focalparabel, indem an Stelle von H die Erklärung tritt: 

n, y, y. Der Gleitpunkt B^ fallt in den Scheit^mnJct Bq der rechten 
FocaJparabd. 

Bei einem Punkte P in der Ebene der rechten Focalparabel hat 
die kürzeste Entfernung PB^C^ verschiedene Form, jenachdem er im 
Gebiete ft = /J oder i/ = /S liegt. Im ersten Falle triflft (vgl. 
Fig. 23, fi = /J; V = /J) das Anfangsstück PB^ in seiner geradlinigen 
Fortsetzung über B^ hinaus auf den Scheitelpunkt Cq der linken Focal- 
parabel, im letzteren auf ihren unendlich fernen Punkt x^,^. Beide 
Fälle (vgl. Fig. 24, y, ß) gehen in einander über, indem P mit B^ zu- 
sammenfällt. In der That giebt es, wenn P in irgend einen Punkt B^ 
der rechten Focalparabel zu liegen kommt, wiederum nur eine Gleich- 




Fig. 24, y, ß. 
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gewichtsdistanz der Punkte B^ und C^ über J, die ungebrochene Ent- 
fernung B^C^. Soll es nämlich noch eine andere Gleichgewichtsdistanz 
B^B^C^ mit einem von P^^B^ verschiedenen Gleitpunkte J5i geben, so 
muss die Gerade B^B^ einerseits zu den unendlich vielen Focallinien 
des Punktes B^ gehören, andererseits, da sie mit der rechten Focal- 
parabel b zwei Punkte gemein hat, in deren Ebene liegen. Sie 
kann daher nur die Verbindungslinie des Punktes B^ mit dem Punkte 
Cq oder dem Punkte ä?—« sein. Weder im ersten Falle, wo B^^Gq und 
B^C^ demselben Mantel des Botationskegels B^c angehören, noch im 
zweiten, wo der Gleitpunkt unendlich fem wäre, kann B^B^C^ eine 
Gleichgewichtsdistanz sein. 

Die Sätze I und m gelten daher auch für einen Punkt P der 
rechten Focalparabel &, indem an Stelle von 11 die Bemerkung tritt: 

n, /J, ß. Der GMtpunM B^ fallt mit P zusammen. 
In Folge der Gongruenz der beiden Hälften des Systems confo- 
caler Paraboloide (vgl. § 27, II) können in den vorstehenden Sätzen die 
BoUen der beiden Focalparabehi vertauscht werden, wobei nach § 37, 44 
C^ an Stelle von B^ tritt. Die so entstehenden Resultate lauten: 

L Zwischen einem, he- 
liebigen Punkte P und 
einem PunTcte B^ der rech- 
ten Focdtpa/rabd h (vgl. 
Fig. 25) gid)t es eine ein- 
zige GleichgewicMsdistanz 
über die linke Foccdpa/ror 
hdy nämlich PC^^B^. 

n. Der GleitpunM G^ 
ist, wenn P kein Focal- 
pmikt ist, der Schnitt- 
punkt desjenigen der drei 
FocalhcdbstraJden + fi 
(i = 2, 3, 4), welcher 

zuerst die linke und dann die rechte Foccdpa/räbel trifft, mit jener. 

n, j3, ß. Der Gleitpunkt C^, fattt, wenn P ein Punkt der rechten Focdlr 
paardhd ist, in den Scheitdfpmikt Gq der linken. 

D, y,y. Er falM mit P zusammen, wenn P auf der linken Focat- 
parabel liegt. 

m. Zwischen einem beliebigen Punkte P und einem Punkte B^ der 
rechten Focalpa/rabd gid>t es stets eine und nur eine kürzeste Entfernung 
über die linke Poccdpardbd c, die gd)rochene Entfernung PG^B9. 

S t a a d e , I'ocaleigenschaften der Flächen 2. Ordnung. 10 




Flg. 25. 
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Die Form dieser kürzesten Entfernungen für einen Punkt P im 
ßebiete A = y oder fi = y oder ft = /J (v = /3) ist mit Hinblick auf 
Fig. 23, A = y; f* = y; f* = i^; v = jS in Fig. 25, y, ß dargestellt. 




Flg. 26, y, fi. 

Bei der specieUen Form der FocaJparabeln (vgl. Fig. 20') sind die ge- 
brochenen Linien PBqC^ und PGqB^ (ygl. Fig. 24') als Grenzformen 

der kürzesten Entfernungen des 
'<z Punktes P von einem Punkte C^ 

des linken Focalaxenstückes c über 
das rechte und von einem Punkte B^ 
des rechten Focalaxenstückes b über 
das linke zu betrachten. Die öleit- 
punkte Bq = Cq liegen im Haupt- 
brennpunkte fest. Die Gleichge- 
wichtsdistanzen sind keine eigent- 
lichen mehr (vgl. § 17, zu I"). 




SrC^<' 





§ 39. Einfiihrang der gebrochenen Fooaldistanzen. 

Es seien zwei ungleichnamige Focalpunkte gegeben, ein Punkt C^ 
der linken imd ein Punkt B^ der rechten Focalparabel. 

Die kürzeste Entfernung des laufenden Baumpunktes P vom 
Punkte B^ über die linke Focalparabel soll ihrer Gestalt und Länge 
nach mit r, die kürzeste Entfernung des Punktes P vom Punkte C® 
über die rechte Focalparabel ebenso mit s bezeichnet werden. 

Diese beiden hwrzesten Enifemungen r und s nennen wir die ge- 
brochenen Foccddista/nzen des Punktes P von den festen Focaüfpunkten B^ 
und C\ 
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Fig. 26. 



Na<5h den beiden Sätzen DI in § 38 ist (vgl. Fig. 26) 
(45) r = PC^B^, s^PB^C\ 

I. Die Anfangsstücke 
PC^ und PB^ der beiden 
g^ochenen Focaldistanr 
een fdUen in die beiden 
positiven Fo€aIhdR>strähr 
len -{- f^ und + fi, wenn 
P Icein Focäljmnkt ist 

n. Die Endstücke 
C^B^ und B^C^ verbin- 
den zwei tmgleichnamige 
Focailpunkte, 

Die Form von r und 
s für einen Punkt P in 
einer der beiden Haupt- 
ebenen ergiebt sich aus 
§ 38 und ist in den 
Fig. 26, y und Fig. 26, ß für je drei verschiedene Lagen des Punktes: 
innerhalb, auf oder ausserhalb der Focalparabel der betreffenden 
Ebene dargestellt. In der 
a;y- Ebene ist das End- 
stück Bq C^ von s, in der 
ocZ'lShene das Endstück 
CqB^ von r den drei 
Lagen von P gemeinsam. 
Für einen Punkt P der 
linken Focalparabel ist r, 
für einen Punkt P der 
rechten Focalparabel ist 
s ungebrochen. 

in. Jeder Punkt P des 

Bamnes hat zwei bestimmte 

gerochene Focaidistanzen. 

Die den ausgezeichneten Lagen der Punkte B^ und C^ in den 

beiden Hawpü)rennpwnkten B^ und C^ entsprechenden gebrochenen 

Focaldistanzen sollen die gebrochenen MoMptfoccddistanzen heifsen und 

mit r^ und s^ bezeichnet werden. 

rV. Es ist also r^ die kürzeste Entfernung des laufenden Punktes P 

von dem linken Ha/upfbrennpmkte über die linke, Sq von dem rechten 

BimptbrennpuMe über die rechte Focalpa/räbd. 

10* 




Fig. 26, y. 
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Fig.2e,/9. 



In den Figuren 26 gehen r, s in Tq, Sq über, wenn die Punkte B^, 
G^ je auf ihrer Focalparabel nach Bq, Cq rücken. Die Anfangsstücke 

der gebrochenen FocoHr- 
dista/men bleiben von dieser 
Aendermig u/nberührt; es 
bewegen sich nur die 
Endstücke auf dem einen 
Mantel des Yom Gleit- 
punkte über der ungleich- 
namigen Focalpaxabel er- 
richteten Botationskegels. 
Lassen wir die beiden 
Focalparabeln in die spe- 
cielle Form(vgl. Fig. 20') 
übergehen, so fallen die 
Anfangsstücke der ge- 
brochenen Focaldistanzen r und s zusammen (vgl. Fig. 26'). Die ge- 
meinsame ausgezeichnete Lage der Punkte B^ und C^ ist der Haupt- 
brennpunkt Bq=^ Cq. 

IV'. Es ist Tq = Sq die Entfernung des laufenden PunJctes vom Haupt- 
brennpunkt. 

Zu den allgemeinen Focalparabeln zurückkehrend, verstehen wir 
(vgl. Fig. 26) unter der reckten und linken Ebenendistanz d u/nd d' eines 

Punktes P das von ihm auf eine 
rechts von ihm liegende feste Ebene 
x = af^ und das ebenso auf eine 
links liegende feste Ebene x ^^ ofi^ 
gefällte Perpendikel seiner Lage, 
Richtung und Länge nach. 

V. Die beiden Ebenendistamen d 
und d' faUen nach § 36, 1 bezüglich 
in die Focdthalbstrahlen — /i und 
-j- fi des Punktes P. 

Da die Anfangsstücke der ge- 
brochenen Focaldistanzen r, s und die Ebenendistanzen (2, rf' gegen 
die Axen |, ij, ? des Pimktes P die Anordnung der Focalhalbstrahlen 
+ /k? + ^2; — fi) +/i haben, so folgt, wenn für die Bestimmung 
der Winkel der gebrochenen Focaldistanzen miteinander und mit den 
Ebenendistanzen bei jenen, wie in § 19, zu Y, die Anfangsstücke 
maassgebend sind, der Satz (vgl. § 13, 38): 

VI. In einem Punkte l, ^, v, der kein Focdipunkt ist, wird der 




Fig. 26'. 
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Nebemoinkd der Distanzen r mtd d von der Normale des linken elliptischen 
Parabdoides A, der NebemoifM der Distanzen r und s. von der Normale 
des hyperbolischen Paräboloides fi, der Nebenwinlzel der Distanzen s und 
d' von der Norm>ale des rechten elliptischen Paräboloides v hcMrt, 

Für einen Punkt P in einer der Grenzflächen A = y, (x==y, fA = /J 
oder V = ß ist hierbei als Normale der Grenzfläche die Normale ihrer 
Ebene anzusehen. Beispielsweise halbiert die Normale der a;i/-Ebene in 
dem innerhalb c gelegenen Punkte P in Fig. 26, y als Normale des linken 
elliptischen Paräboloides A = y den Nebenwinkel von r und d, welcher, da 
d mit dem Anfangsstücke PC4 von r zusammenföUt, ein gestreckter ist. 

In einem Punkte P der linken Focalparabel (vgl. Fig. 26, y) ist 
einerseits nur die. Normale g, die Tangente der Parabel, bestimmt und 
hat andererseits r kein Anfangsstück. Es bleibt dann von Satz VI 
nur übrig; dass die Normale g den Nebenwinkel der Distanzen s und d' 
halbirt, welche in die Focalhalbstrahlen + f^ und -}- /i (vgl. Anm. II, 11) 
des confocalen Parabelsystems (9,jer) dera;y-Ebene fallen. Analoges gilt 
bei der Symmetrie der beiden Focalparabeln auch für einen Punkt der 
rechten Focalparabel. 

Mit r = s überträgt sich Satz VI auf das System der Rotations- 
paraboloide § 28, 12' und kommt hier auf den entsprechenden Satz 
über das confocale Parabelsystem § 27, 9^ der Meridianebene zurück 
(vgl. Anm. n, 13). 

g 40. Die Fooaleigensoliaften der Focalparabeln. 

Die Entfernung zweier Punkte P^ = Aj, ^1, v^ und P^ = Aj, f^, v^ 
einer Focallinie lässt sich nach § 36, 42 durch Integration ermittehi. 
Liegt zwischen P^ und Pg kein Focalpunkt B oder (7, so bleibt nach 
(43) zwischen P^ und P^ die Charakteristik des Focallinienelementes 
unverändert und folgt auf die angegebene Weise: 

L Die absolute Entfernung zweier Punkte P^ = Aj, fi^, v^ und 
Pg = Ag, ftg? ^2 ^^^ Focallinie, Zioischen denen kein Focalpunkt Hegt und 
zwischen denen die CharaJcteristiJc des FocaUinienelementes in der Richtung 
von Pi nach Pj den Werfh (I, in, tt) hat, ist: 

(46) P,P, = |K^ - ^1) + Y^(^2 - Pi) + |n(n - V,). 

Diese Formel kann unmittelbar auch Anwendung finden, wenn 
einer oder beide Punkte P^ und P^ selbst an eine der Stellen B, G 
zu liegen kommt, da sie vollkommen bestinmit bleibt, obwohl dies von 
den Differentialen (42) alsdann zum Theil nicht mehr >gilt. 

Beim Eintritt der beiden Punkte P^ und P3 in das Gebiet A = y 
der ajy- Ebene wird ftlr alle Elemente der Focallinie zwischen P^ und 



150 



2. Abschnitt. Die Focaleigenschaften der Paraboloide. 



Pj nach § 13, 40 1 = 0. Die erste runde Klammer in (46) ver- 
schwindet aber schon dadurch, dass dann l^ = X^ = y wird. Wir 
können daher in solchem Falle die Formel (46) ohne Weiteres an- 
wenden, ohne auf die Veränderung des Symbols I Rücksicht zu nehmen. 
Es seien nun zwei ungleichnamige Focalpunkte B = k, ß, ß und 
(7 = y, y, V (vgl. § 29 vor III) gegeben. Dann befindet sich nach 
§ 36, 43 auf der diese Punkte verbindenden Focallinie zwischen B 
und G kein dritter Focalpunkt und die Charakteristik in der Richtung 
von B nach C ist stets (-| 1-). Daher wird nach (46): 

£0 = |(y - A) - -l(y - /J) + -i(r - ^). 

Die Formel gilt nach der vorigen Bemerkung auch, wenn beide 
Punkte B und C in einer Hauptebene liegen, obwohl dann in der be- 
nutzten Charakteristik (+ — +) ^^^ Element verschwindet. Ein 
Focalpunkt liegt nämlich auch dann nicht zwischen den Punkten B und C, 
da der eine von diesen der Focalparabel der Hauptebene angehören 
und der andere deren Brennpunkt sein muss. Daher folgt allgemein: 

n. Die absolute Entfernung zweier ungleichnamiger Foca^fikte 
B = lj ß, ß und C=y, y, v ist: 

(48) BC=^(y-l). 

Hieraus ergiebt sich eine Focaleigenschaft der FoccHparabeln, die 
wir die Dupin'sche nennen woUen. Sind nämlich B^ = l^y ß, ß und 

52 = ^2, ßy^ß zwei feste 
Punkte der rechten Focal- 
parabel b und (7 = y, y^ v 
der laufende Punkt der 
linken (vgl. Fig. 27), so 
ist nach (48): 

CB, = |(v-A,) 
und daher: 




Flg. 27. 



CBi — CB^ 



Ebenso ergiebt sich, wenn C^ = y, y, v^ und C^ = y, y, v^ zwei 
feste Punkte der linken und JB === A, /J, ß der laufende Punkt der 
rechten Focalparabel ist: 

(49, b) BC,-BC,^Uv,- V,). 
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Beide Gleichungen (49) zusammengefasst geben die erwähnte 
Focaleigenschafb : 

in. Für jeden PunM der einen Focalparabd ist die Differenz der 
Abstände von zwei festen Punkten der cmderen dieselbe. 

Für die specielle Form der Focalparabeln (ygl. Fig. 20') ist der 
Satz selbstverständlich. 

§ 41. Die Länge der gebrochenen Focaldistanzen nnd der 

Ebenendistanzen. 

Indem wir uns zur Bestimmung der Länge der gebrochenen Focal- 
distanzen wenden^ betrachten wir zuerst ihre Anfangsstücke. Diese 
enthalten^ so oft der laufende Punkt P ausserhalb der beiden Haupt- 
ebenen liegt^ nach § 37, 44 und § 39, 45 zwischen ihm und dem Gleit- 
punkte keinen Focalpunkt. Ihre Länge bestimmt sich daher mittels 
des Satzes § 40, 1, und zwar ergiebt sich mit der Bezeichnung: 

P = A, fi, V O4 = y, y, 1/4 ^ = A,, /J, /J 

und mit Bücksicht auf die von P nach C4 oder von P nach' JB^ 

geltenden Charakteristiken (-| ) oder (-|- -| ) (vgl. § 39, 1 und 

§ 35, 37): 

oder: 

Fällt der Punkt P = A, (t, v in eine Hauptebene, so gilt die Ab- 
leitung der Formeln (50) nach der zu § 40, 1 gemachten Bemerkung 
ohne Weiteres, so oft sich zwischen P und den betreffenden Gleitpimkt 
kein Focalpunkt einschiebt. Dies tritt (vgl. Fig. 26, y; ß) in der 
icy-Ebene nur im Gebiete ^ = y bei dem Anfangsstücke PB^ von s 
und in der xz-TShene nur im Gebiete (i = ß bei dem Anfangsstücke 
PC^^ von r ein. Diese beiden Anfangsstücke sind aber die Focal- 
distanzen des Punktes P in den beiderseitigen parabolischen Coordi- 
natensystemen A*, (i' und A", (i" (vgl. § 29, IV) und daher (vgL 
Anm. II, 12) 

PB, = PB,^^(-X + v), PC, = PG, = ^(-X + vl 

Dieselben Werthe giebt aber die zweite und erste Formel (50) be- 
züglich mit 11 = yy ^ = y ^^d 11 = ß, v^ = ß. 



(50) 
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Auch fär einen Focalpunkt P ist die Ableitung der Formeln (50) 
hinfällig; da hier der benutzte Satz § 39; I nicht mehr vorliegt. Nun 
ist aber fiir einen Punkt der linken Focalparabel (vgl. Fig. 26^ y) neben 
A = ft = y auch Ag = y, v^ = v. Wenn daher die Formeln (50) mit 
diesen Werthen die Gleichungen: 

geben, so ist die Richtigkeit der ersten evident, die zweite aber als 
Specialfall der soeben mittels der elliptischen Goordinaten A*, fi* be- 
wiesenen Formel für PB^ ebenfalls richtig. 

Die Formeln (50) geben also die Längen der ÄnfangsstUcke der ge- 
brochenen Focaldistanzen cmsndhmlos für jede Lage des Punktes X, [i, v. 

Die Endstücke der gebrochenen Focaldistanzen verbinden nach 
§ 39, 45 die Gleitpunkte: 

c^ = y, y, n B, = x,, ß, ß 

bezüglich mit den ungleichnamigen Focalpunkten: 

B» = A», ß,ß 0» = y, y, i/», 
sodass nach § 40, 48: 

(51) C.Bo^lCn-A«) P,C'» = i-(r»-A,). 

Bei der Addition der nach § 39, 45 zusammengehörigen For- 
meln (50) und (51) fallen die Goordinaten der Gleitpunkte heraus und 
ergiebt sich als Gesanmitresultat: 

Die absoluten Längen der beiden gdn'ochenen Focaidistamen eines 
Punktes P = X, (ly V von den zwei festen Focalpunkten B^ = A^, j8, ß 
und C^ = y, y, v^ sind: 

r=.|(-A + ft + i;-A^) 



(52) 



2 

5 = |(-A-fi + i; + i;«). 



Die Formeln gelten ausnahmlos fü/r jede Lage des Punktes P. 

Verlegen wir die Pxmkte B^ und C^ mit A^ = y, t/^ = /J nach 
den beiden Hauptbrennpunkten, so folgt: 

Die absoluten Längen der beiden Hauptfocaldistanzen eines Punktes 
P= A, fi, V sind: 



(53) 



♦•o = y(— ^ + f* + V — y) 
«0 = -5- (— ^ — <* + *' + /*)• 
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Sind Xy y, die Parallelcoordiiiaten des Punktes P, femer x^=^ ofi 
und ic = a;^ die Gleichungen einer rechts und einer links von P 
liegenden^ zur Hauptaxe senkrechten Ebene^ so sind die absoluten 
Werthe der Distanzen d und d' (vgl. Fig. 26): 

d = x'' — x d'^x — ofi' 

oder mit Benutzung der für jede Lage von P ausnahmlos gültigen 
ersten Formel § 29, 17: 

Die absoluten Werthe der rechten und linken Ebenendistanz eines 
Punktes P = A, fi, i/ von den festen Ebenen x = cfi und x = af^' sind: 



(54) 



Für das specieUe confoccde System § 28; 12' geht aus (53) mit 
y = li = ß hervor (vgl. § 28, 13): 

(530 r, = s, = ^(-X+v). 

In der That fallen (vgl. Fig. 26') r^ und Sq in die unter § 39, IV' 
definirte ungebrochene Hauptfocaldistanz zusammen. Dass diese die 
Länge (53') hat, folgt daraus, dass jetzt (vgl. § 29, zu 17') A, v die 
parabolischen Coordinaten des Punktes P in seiner Meridianebene und 
Tq seine Focaldistanz in dieser ist (vgl. Anm. 11, 12, 53®); von der 
dritten parabolischen Goordinate ft' ist sie unabhängig. 

§ 42. Die Fooaleigensoliaft des elliptisolien Faraboloides. 

Die beiden Distanzen r und d eines Punktes P = A, ft, v, deren 
Nebenwinkel nach § 39, VI von der Normale | des linken elliptischen 
Paraboloides X halbirt wird, haben nach (52) und (54) eine von [i und 
V unabhängige Differenz: 

(55) r-d i-af> + ^(ß + y-XO) 

und die beiden Distanzen s und d\ deren Nebenwinkel von der Nor- 
male g des rechten elliptischen Paraboloides v halbirt wird, ebenso eine 
von X und ft unabhängige Differenz: 

(55) 5 — d'= i; + 0^' - i-(^ + y - v«). 

Die Differenz r — d ist daher für zwei links von der Ebene xP 
liegende Punkte immer dann und nur dann von gleichem Werthe, 
wenn die Punkte demselben elliptischen Paraboloide X angehören und 
die Differenz s — d' für zwei rechts von der Ebene x^' liegende Punkte 
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von gleichem Werthe, wenn die Punkte demselben elliptischen Para- 
boloid V angehören. Wird nun bei gegebenem X oder v bezüglich: 

^>_| und aP'< — ^ 

genommen^ so liegen alle Punkte des Paraboloides X links von der 
Ebene x=^ ofi und alle Punkte des Paraboloides v rechts von der 
Ebene x = ciP\ und folgen die beiden Sätze: 

I, A. Für jeden Punkt eines linken elliptischen Paraboloides k ist 
die Diflferenz der gebrochenen Focaldistanz r und der Ebenendistanz d 
dieselbe, und wird der Nebenwinkel beider Distanzen von der Normale 
des Paraboloides halbirt. 

I, V, Für jeden Punkt eines rechten elliptischen Paraboloides v 
ist die Differenz der gebrochenen Focaldistanz s und der Ebenen- 
distanz d' dieselbe, und wird der Nebenwinkel beider Distanzen von 
der Normale des Paraboloides halbirt. 

Beide Sätze sind insofern gleichbedeutend^ als jedes elliptische 
Paraboloid eines confocalen Systems ebensowohl als rechtes wie als 
linkes vorkommt (vgl. § 27, II) und lassen sich daher in einen Satz 
vereinigen, der von der Lage des Paraboloides unabhäi^gig ist. 

Zu dem Zwecke nennen wir (vgl. § 39, Anf.) die kürzeste Ent- 
fernung eines Punktes P eines elliptischen Paraboloides von einem 
festen Punkte der äusseren Focalparabel über die innere die innere 
gebrochene Focaldistanz des Punktes P. Im Besonderen verstehen wir 
unter der inneren gebrochenen Sauptfocäldistam des Punktes die ganz 
im Inneren der Fläche gelegene, kürzeste Entfernung vom Brennpunkte 
der inneren Focalparabel (dem Scheitelpunkte der äusseren) über die 
innere Focalparabel. Femer nennen wir die Distanz des Punktes P 
von einer zur Hauptaxe des Paraboloides senkrechten und es nicht 
schneidenden Ebene die äussere Ebenendistanz des Punktes. 

Nach diesen Definitionen ist für die linken elliptischen Parabo- 
loide X des confocalen Systems r, für die rechten Paraboloide v aber s 
die innere gebrochene Focaldistanz (vgl. § 27, nach V), für jene d, für 
diese aber d' die äussere Ebenendistanz. Die beiden vorigen Sätze 
vereinigen sich daher zu diesem: 

L Für jeden Punkt des elliptischen Paraboloides ist die Differenz 
der inneren gebrochenen Focaldistanz und der äusseren Ebenendistanz 
dieselbe und wird der NebemmnJcel beider Distanzen von der Normale 
des Paraboloides halbirt. 

Dieser Satz lässt sich aber noch vereinfachen, wobei es genügt, 
wenn wir uns in der Bezeichnimg an die linken elliptischen Parabo- 
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loide X halten^ da auch die Oleichungen (55) gegen links und rechts 
entsprechend sind. 

Der constante Werth r — d in der ersten Gleichung (55) wird 
null, wenn über die disponible Ebene x = ofi in der Weise: 

(66) ^__i + t^ + !^' 

verfügt wird, womit auch, wie oben verlangt, x^> — y ^^^' Diese 

dem elliptischen Paraboloide X und dem gewählten festen Focalpunkte 
jßo ^ ;^o^ ß^ ß (ygL § 39^ Anf.) eigenthümliche Ebene (56), welche der 

Scheiteltangentialebene x == — ^ parallel und durch sie von dem 

Paraboloide getrennt ist, nennen wir die dem Foccd^nkte B^ = A^, j8, ß 
entsprediende Dwectrixebene des Pardboloides X. Mit dieser Ausdrucks- 
weise lautet Satz I folgendermaassen: 

n. Für jeden Punkt des eUiptischen Parabohides (X) ist die innere 
gd>rochene Foccddistam (r) gleieh dem Abstände (d) von der ihrem festen 
Endpunkte (B^) entsprechenden Directrixebene. 

Die dem Scheitelpunkte Bq = y, j3, /3 der äusseren Focalparabel b 
entsprechende Directrixebene des elliptischen Paraboloides X nennen 
wir die Hcmptdiredriooebene des Paraboloides. Ihre Gleichung ist 
nach (56): 

(56o) X 4- + ^' 

und daher ihr Abstand vom Scheitelpunkte x = ^ des Paraboloides: 

^—5 — Da nun ß — X der Parameter des ersten Hauptschnittes des 

Paraboloides X ist (vgl. § 27, nach IV), so geht die betrachtete Ebene 
durch die Directrix, welche der erste Hauptschnitt als Parabel besitzt. 
Wir erhalten daher als eine von der Lage des Paraboloides unabhängige 
Definition der Hauptdirectrixebene: 

Die Hwwptdirecbrixebene eines eUiptischen Paraboloides ist senk- 
recht zur Ha/uptaxe und geht durch die Directrix der Parabel, in 
welcher das Paraboloid von der Ebene seiner inneren Focalparabel ge- 
schnitten wird. 

Indem wir jetzt den für Satz H noch willkürlichen Punkt B^ in 
den linken Hauptbrennpunkt Bq verlegen, erhalten wir den folgenden 
specielleren Satz: 

ni. Für jeden Punkt des elliptischen Paraboloides ist die 
innere gebrochene Hauptfocaldistanz (r^) gleich der Bistanz (d^ 
von der Hauptdirectrixebene (D^) und wird der Nebenwinkel 
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beider Distanzen von der Normale (\) des Paraboloides halbirt 
(vgl Fig. 28, deren Bezeichnungen einem linken elliptischen Paraboloid X 
entsprechen). 

Aus diesem Satze kann aber auch der allgemeinere II mittels 




Fig. 28. 



der Dupin'schen Pocaleigenschaft der Focalparabeln wieder hergeleitet 
werden. Da nämlich B^ und B^ (vgl. Fig. 26) zwei Punkte der rechten 
Focalparabel 6 sind, so ist nach § 40, 49, c unabhängig von C^: 



also da nach § 39, 45 : 



CB^-CB.^^y^, 



ist: 



r^PC,B'>, r, = PG,B, 

, y — 1» 



Andererseits ist nach (56) und (56o) 
und damit: 



r — t? = fo — d^. 

Es folgt daher Satz 11 aus Satz III, sodass der letztere als Nor- 
malform der Pocaleigenschaft des elliptischen Paraboloides gelten kann. 

Diese Pocaleigenschaft kommt, wie allen Punkten des Paraboloides, 
auch denen der beiden Hauptschnitte zu. Der Hauptschnitt z = des 
linken elliptischen Paraboloides X (vgl. Fig. 29) ist eine Parabel mit 
dem Brennpunkte JB^, welche ausserhalb der linken Focalparabel c liegt 
und deren Directrix D^ die Schnittlinie der Hauptdirectrixebene D^ 
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mit der a;y- Ebene ist. Fällt nun der Punkt P des Paraboloides in 
diesen Hauptschnitt, so wird, nach Fig. 26, y, r^ = TC^B^ die gerade 
Verbindungslinie von P und Bq, Diese also ist nach III gleich der 





^ 




« 
• 

• 
• 



A— ^ 



s:«ci 




Fig. 29. 

Entfernung ä^ des Punktes von der Ebene D^ d. h. jetzt von der Ge- 
raden Dl, worin die gewöhnliche Focaleigenschaffc der Parabel be- 
steht (vgl. Anm. II, 13). 

Der Hauptschnitt j/ = ist eine Parabel mit dem Brennpunkte Co, 
welcher von der rechten Focalparabel in den Ereispunkten geschnitten 
wird und die Directrix Dg hat (vgl. Fig. 29), welche von der Haupt- 

'^ T ^ nach links absteht 



directrixebene D^ um dieselbe Grösse 



wie 



der Brennpunkt C^ des zweiten Hauptschnittes vom Brennpunkt B^ des 
ersten nach rechts. Für einen Punkt P des zweiten Hauptschnittes 
(in Fig. 29 mit P bezeichnet) ist nun nach Fig. 26, /3 das Anfangsstück 
von T^ = PCqBq die Verbindungslinie von P mit CJ, und das End- 
stück CqBq unveränderlich. Es übertriflFt daher r^ die direkte Distanz 
PCq um dieselbe Grösse, um welche der Abstand d^ des Punktes P 
von der Hauptdirectrixebene D^ seinen Abstand von D^ übertrifft. 
Diese Grösse hebt sich aus der Diflferenz Tq — d^ weg, deren im Satz IH 
ausgesprochenes Verschwinden also bedeutet, dass P von Brennpunkt 
und Directrix des Hauptschnittes gleich weit absteht. 

IV. Die Focdleigenschaft TU des ellijßtischm Pa/rahohides reducvrt 
sich für jeden der beiden SauptscJmiUe <mf die einfache Focdleigenschaft 
der Parabel. 

Wenn mit ß = y (vgl. § 28, 13) das Paraboloid X ein Rotations- 
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paraboloid mit dem Hauptbremipmikte JBq = Cq wird, geht nach 
§ 39, IV' Tq in die directe Entfernung des Punktes P vom Haupt- 
brennpunkt und nach ihrer Defini- 
tion die Hauptdirectrixebene in den 
Ort der Directricen aller Meridian- 
schnitte des Rotationsparaboloides 
über. Somit ergiebt sich aus lU 
die Focaleigenschaft des Rotations- 
paraboloides: 

in/ Für jeden Punkt des 
Botationsparaholoides ist die 
Hauptfocaldistanss (Tq) gleich 
der Distanz (d^) von der Haupt- 
directrixebene (Dq) und wird 
der Nebenwinkel heider Di- 
des Paraboloides halbirt (vgl. 




stanzen von 
Fig. 28'). 



Fig. 28'. 

der Normale (^) 



§ 43. Die Focaleigenschaft des hyperbolischen Paraboloides. 

Die beiden gebrochenen Focaldistanzen r und s eines Punktes 
A, fi, Vy deren Nebenwinkel nach § 39, VI von der Normale ij des hyper- 
bolischen Paraboloides ft halbirt wird, haben nach (52) eine von v 
und A unabhängige Differenz: 

(57) r "-"-*" ""-'* 



s = — 



Diese Differenz ist daher für zwei Punkte A, fi, v immer dami 
und nur dann dieselbe, wenn sie demselben hyperbolischen Paraboloide ft 
des confocalen Systems § 27, 9 angehören, sodass bei der Symmetrie 
der Gleichung (57) in Bezug auf die beiden Hälften des confocalen 
Systems (vgl. § 27, IT) allgemein folgt: 

I. Für jeden Punkt des hyperbolischen Paraboloides ist die Differenz 
der beiden gebrochenen Focaldistanzen dieselbe und wvrd der Nebenwinkel 
beider Distanzen von der Normale des Paraboloides halbirt. 

Werden die festen Focalpunkte JB« = X^, ß, /S und C<> = y, y, v\ 
auf welche sich r und s beziehen, in die Hauptbrennpunkte -B^ = y, ft j8 
und Cq = y^ y^ ß verlegt, so nimmt die Gleichung (57) die specieUere 



Form an: 
(58) 



«0 = 



(* 



ß 






aus der sich aber mit HiKe der Dupin'schen Focaleigenschaft der 
Focalparabelu die allgemeine wieder ableiten lässt. 



4. Capitel. Die Theorie der gebrochenen Focaldistanzen. § 43. 159 



Nach § 40^ 49; und b ist nämlich in der Bezeichnung der Fig. 26: 



C,B^ - C,B, = 



^«C« 



-^2^0 = 2 



und daraus: 

PC^B' - PB, C^ = PC.Bo - PB,C, + ?^ 
oder nach § 39,45: 



V v^' — ß 



So + 



y— X« 



P 



2 2 

Biemach folgt aber aus der Gleichung (58) wieder die Gleichung (57). 

n. Die Eigenschaft (57) des hyperhölisdien Pa/rabohides fi ist eine 
ComMnation der Eigenschaft (58) mit der Bupin^ sehen Focaleigenschaft 
der FocaJ/pafltdheim,. 

Als wesentlicher Theil der Focaleigenschaft des Paraboloides /t 
bleibt also die Gleichung (58) bestehen, welche, da 

x = — -fy iz; = — i und x = — -^ 

die ic-Coordinaten des linken Hauptbrennpunktes JSq, des Scheitelpunktes S 
und des rechten Hauptbrennpunktes Cq sind, in Worten lautet: 

HI. Für jeden PunJct des hyperholi sehen Paraboloides ist 
die Differenz der beiden gebrochenen Sauptfocaldistanzen 
(tq — Sq) gleich der Differenz der Entfernungen des Scheitel- 




Fig. 30. 



Punktes (S) von den beiden Hauptbrennpunhten (Cq und Bq) und 
wird der Nebenwinkel beider Distanzen von der Normale (r^) 
des Paraboloides halbirt (vgl. Fig. 30, wo das Paraboloid ft in 
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einer seiner beiden Lagen innerhalb des confocalen Systems an- 
genommen ist). 

Der Hauptschnitt g ^=0 des hyperbolischen Paraboloides fi ist eine 
Parabel^ welche mit der linken Focalparabel c den Brennpunkt Bq ge- 
mein hat und von ihr umschlossen wird (vgl Fig. 31). Für einen 




Fig. Sl. 

Punkt P des Hauptschnittes ist daher, nach Fig. 26, y, r^ die kürzeste 
Entfernung von dem Brennpunkte B^ über die linke Focalparabel c, 
das Anfangsstück von Sq aber die directe Entfernung von Bq und das 

Endstück B^Cq = 'I^ von Sq unveränderlich. Indem wir daher die 

in — Sq enthaltene Grösse — ^"7^ von der linken Seite der Gleichung 

(58) auf die rechte bringen, erhalten wir: 

Tq — PBq = 11 — y. 

Da nun der Hauptschnitt und die linke Focalparabel als zwei be- 
liebige gleichnamige Parabeln eines confocalen Systems (vgl. Anm. 11, 
2, 12^) gelten können, so giebt diese Gleichung den Satz: 

IV. Für jeden Pu/nkt einer Parabel ist die Differenz der über eine 
confoccde äussere Pa/rdbd genommenen und der direden hürzesien Ent- 
fernung vom gemeinsamen Brennpunkt gleich der doppelten Entfernung 
der Scheitelpmikte heider Pa/rahelM (vgl. den directen Beweis Anm. E, 14). 

Auf denselben Satz führt die Gleichung (58) in ihrer Anwendung 
auf einen Punkt P des zweiten Hauptschnittes (in Fig. 31 mit P be- 
zeichnet), indem sie die Form: 

5o - PC/o = /S — ft 
annimmt. 
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V. Die Focahigensdiaft des hyperbolischen Paraboloides führt für 
die beiden HayptschniUe auf die zusammengesetzte Focaleigensdiaft einer 
Parabel gegen eine confocale äussere Tarabel, 

Genügt der Parameter ft des betrachteten hyperbolischen Para- 
boloides der Bedingung (vgl. § 27, zu 11) 

f* — 2 ' 

SO reducirt sich die Gleichung (58) auf: 

^0 — ^0 = 0, 
in Worten: 

IIIq. Für jeden Pu/nJct des gleichseitigen hyperbolischen Paraboloides 
ist die Differenz der beiden gebrochenen Hauptfocaldistanzen gleich null. 

Mit dem Zusammenfall der beiden Hauptbrennpunkte B^ und Cq 
für y = |[i = /3 (vgl. § 28, 13) wird nach § 39, IV' r^ = s^ und ver- 
schwinden damit beide Seiten der Gleichung (58), wie denn beim 
Uebergang von dem allgemeinen zu dem specieUen confocalen System 
§ 28, 12' die hyperbolischen Paraboloide in Wegfall kommen. 
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Anmerkung I.*) 
Confocale Ellipsen und Hyperbeln. 



1. Begriff nnd Arten oonfocaler Systeme von Ellipsen und Hyper- 
beln (ygl. § 2). Bedeuten x^ y die Coordinaten eines laufenden Punktes 
der Ebene mit Bezug auf ein rechtwinkliges Axensystem Oxy^ so stellt die 
Gleichung : 

-^ + /^=1, a>ß, x<a 

bei festem Werthe der Differenz « — ß und veränderlichem t ein System 
confocaler Ellipsen und Hyperbeln dar. 

Für das aUgemeine confocale System**): 

(6") ^ + ^=1, «>ß 

sind die Brennpunkte B^B^i 

(7«) « = ±1/^^, y = 

getrennt, for das spedeiUe confocale System: 

(6<") «Mi».'_ 1 

fallen sie im Mittelpunkte zusammen. 

2. Lage der Brennpunkte gegen die Scheitelpunkte (vgl. § 3). 
Durch die Gleichung: 

(9»; («_,)(^_,){_^ + ^_l)=0, a>ß, 

dargestellt, enthält das allgemeine confocale System neben eigentUchen Kegd- 
schmttm die Doppelgeraden aj* = und y* = 0, den Werthen r = a und 



*) Die Anmerkungen I und n geben eine gedrängte üebersicht deijenigen 
Sätze über Kegelschmtte, welche den in den Abschnitten I und IT entwickelten 
Sätzen über Flächen zweiter Ordnung analog sind und dort als bekannt voraus- 
gesetzt werden. Analoge Formeln sind hier und dort mit gleichen Nummern be- 
zeichnet, hier zum Unterschiede mit dem oberen Index 0. 

**) ^gl- Lindemann, Vorlesungen über Geometrie von Alfred Clebsch, Bd. I 
(Geometrie der Ebene) Leipzig 1876, S. 164. 
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r = ß entsprechend. Ein eigentlicher Kegelschnitt ist eine Ellipse oder 
Hyperbel, jenAchdem seine Scheitelpunkte 8^ 8^: 



X 



= +]/« — r, y = 



ausserhalb oder innerhalb der Brennpunkte liegen. 

3. Die beiden Cnrvensoliaa- 
ren des allgemeinen confooalen 
Systems (vgl. § 4). Wir bezeich- 
nen den Parameter r ftbr die Ellipsen 
mit A, für die Hyperbeln mit fi. 
Zu jenen rechnen wir als Grenz- 
form X = — oo (vgl. in Fig. 32 
die Ellipsen l^, Ji^, ^ die dop- 
pelte unendlich ferne Gerade iS* == 
(in homogenen Punktcoordinaten x^ 
y,0 dargestellt) und als Orenzform 
l=ß (vgl. in Fig. 32: X^, A,, h,) 
das zwischen B und B' liegende 
Stück der doppelten x-Aney zu 
diesen als Orenzform ii = ß (vgl. 
in Fig. 32 die Hyperbeln fij, fij, f*i) 
die ausserhalb B und B' Hegenden 
Stücke der doppelten ^-Axe und 

als Grenzform jit = a (vgl. Fig. 32: (ji^, fi^, (ji^) die doppelte y-Axe, Bei 
dieser Auffassung zerfUllt das confocale System (9^) in zwei Schaaren je 
gleichnamiger Kegelschnitte: 




Fig. S2. 



(12«) 



Elüpsm: 



1 = 



oo: r 



0, 



X' 



y* _ 



1, 

0. 



Hyperbeln: 



X' 



y* 



(1=^ a: 0^ = 0. 

Durch jeden Punkt x^y der Ebene gehen zwei im Sinne der Tabelle (12^) 
ungleichnamige Kegelschnitte, deren Parameter X, fi die Wurzeln der in t 
quadratischen Gleichung (9^) sind. 

4. Die beiden Curvenschaaren des speoiellen oonfocalen Systems 
(vgl. § 5) : Nach Ausführung der Substitution : 

(13«) a^a + sa', ß ^ a + ,ß', (u' > ß^, ^ -» « + 6,»' 

11* 
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nähert sich die Tabelle (12^) bei unbegrenzt abnehmendem e der Grenz- 
form (vgl. Fig. 32^): 

(12®') Eräse: 

X = — oo: e^ = 0, 




lAmenpaare : 



X' 



y' 



ft' = «': x^ = 0. 

Durch jeden Punkt a?, y der Ebene, 
iHg. S2'. ii^t Ausnahme des Punktes 0, gehen 

zwei im Sinne der Tabelle (12®') un- 
gleichnamige Kegelschnitte, deren Parameter l und ft' die Wurzeln der 
linearen Gleichungen: 

(9®') x^ + y^ — (cc — X) = 

(14®') (13' - (,')x' + («' - ft')!/^ = 

sind. 

5. Definition der eUiptisehen Coordinaten (vgl. § 6). Die Parameter 
X, (i der zwei ungleichnamigen Kegelschnitte (12®), welche durch einen Punkt 
der Ebene hindurchgehen, heissen dessen elliptische Coordinaten. Zwischen 
gewöhnlichen Coordinaten x, y und elliptischen Coordinaten X, ft eines Punktes 
besteht identisch in t die Gleichung: 



(16») («-r)(^-r){^ + ^ 
Aus ihr folgt mit t = X, |x : 



i) — (,_i)(^_p). 



(16») 



(«-i)(^-l){^ + ^-l)=0, 



(«-f.)(ß-^){^ + p!;^--l)=0 
und mit t = a, ß: 



(17«) 



„« (tt — X) (at — ft) 



»_(P-^)(P-ft) 



r = 



(P-«) 



6. Weitere Belationen KwiBOhen x, y und 1, \», (vgL § 7) sind die 
folgenden : 

(22») 



(„_j)« + (^_l).— („_j)(p_i)' 



(1-f«) 



^(«-p)«i"(p-p)' (a_p)(p-^)- 
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(25«) 



\ JJ^/ (cf — X)' a — i' (a — fi)' a — ft 

(23»,S.) („V«-V) -^=^- 

7. Ellipti80lieCooTdinateneineBLinienelemente8(vgl. §8). Zwischen 
den gewöhnlichen Coordinaten x, y, dx^dy und den elliptischen Coordinaten 
A, jii, dA, d^ eines Linienelementes besteht, aus (15^) hervorgehend, iden- 
tisch in r die Gleichung: 

(24«) («-.)(^-,)(^ + M|)«(,_i)(,-,){-#, + -^). 

Aus ihr folgt mit t = X, ft : 

(X-,)eii = («-X)(^-A)(^ + »} 

(,-.)«f.= («-.)(^-.){^; + J^j) 
und mit r = a, jS : 

-2(«-^)«;dx = («-l)(«-^){^, + ^), 

-2(^-«)ydy = (^-X)(^-^){p^ + ^j. 

Nach (23^) sind die elliptischen 
Coordinaten orüiogonäle Coordi- 
dinaten. 

8. Als Axen g, 17 eines Punk- 
tes P im elliptischen Coordi- 
natensystem (ygl. § 9) der Ebene 
bezeichnen wir die positiven Tan- 
genten (vgl. Anm. rV, 6) der Coor- 
dinatenHnien 

fi = const., X == const. 

im Punkte P, zugleich die posi- 
tiven Normalen der Coordinaten- 
linien 

l = const. , fi = const. 

(vgl. Fig. 33). Sie haben gegen 
das Coordinatensjrstem Oxy die 
Bichtungscosinus : 

(29®) x 



(26®) 




Fig. 88. 



V 



y 



X 



y 



X 

2w(a — ft) 



2Z(p— X) 

y 

2w(P — ft)' 
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wonn: 
(28«) 



l 



ly 



2/ («-i);(p-i)' 



t» 



= IV 



2' (a-^)(jj-^)- 



Dabei ist g die innere Normale der Ellipse X und ti die äussere (nach der 
conyexen Seite laufende) Normale der Hyperbel fi. 

Ein Linienelement mit den elliptischen Coordinaten X, (i, dX, d(i hat 
die absolute Länge: 



(30^) 



ds =yi^dX^ + m^d(i^ , 



und seine Bichtungscosinus p, q gegen die Axen |, ri des Punktes X, ii sind : 



2dX 

^ = ■57' 



d8 



9. Die Sohnittpujiikte einer geraden Linie mit dem oonfooalen 
System (ygl. §10): I. Hat eine Gerade mit den beiden Orenzformen einer 

der beiden Eegelschnittschaaren 
(12®) je einen Punkt P^ und Pj 




8 



gemein, so schneidet sie jeden 
eigentlichen Kegelschnitt dersel- 
ben Schaar in zwei reellen Punkten, 
die durch P^ und P^ getrennt sind, 
n. Schneidet eine Gerade (vgl. 
Fig. 34) die beiden Grenzformen 
X = — oo und X = j5 der Ellipsen 1 
je in einem Punkte C und JJ^, so 
ist fOr alle von C nach B^ ge- 
richteten Elemente der beiden Ab- 
schnitte CB^i dX>0. 

JH. Schneidet eine Gerade (vgl, 
Fig. 34) die beiden Gxenzformen 
fissssß und II '^^a der Hyperbeln fi 
je in einem Punkte B^ und A^ 
so ist für alle von B^ nach A 
gerichteten Elemente der beiden Abschnitte B^A: c^fi > 0. 

10. Das Focallinienpaar eines Punlctes in dem oonfooalen System 
(vgl* §§ 11; 12). Das den Punkt P = rc, y mit den Brennpunkten JB, B" 
des confocalen Systems (9^) verbindende Linienpaar hat in laufenden Coor- 
dinaten X, T die Gleichung: 



Flg. 84. 



(32^) 






(T-yf^O 



oder mit Benutzung der identischen Gleichungen Anm. I, 6 auf die Axen 
I, 1} des Punktes P transformirt : 



(34«) 



05-X)(^-^)|jil^ + ^)==O. 



ß-(i 



Das Geradenpaar hat also die Axen |, i; als Halbimngslinien. 
Die Gleichung (34") ist ein specieller Fall der Gleichnng: 
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des Tangentenpaares vom Punkte A, ^ an den Kegelschnitt v des Systems (9^). 

11. Die Fooalhalbstrablen eines Pmüctes (vgl. § 13). Unter der 
Charakteristik eines Focalhalbstrahles im Punkte P verstehen wir die Neben- 
einanderstellung (I, nt) der Vorzeichen seiner Bichtungscosinus gegen die 
Axen I, 1}. Die Werthe dieser Bichtungscosinus sind alsdann: 

(36«) i> = ll/^, 2 = ml/S. 

_ _ _ ■ 

Wir benennen die den vier Charakteristiken entsprechenden Focalhalbstrahlen 
in folgender Weise: 

^ ^ l-fi = ( — )> -f, = (-+). 

Der Winkel zwischen + f^ und + f^ wird von der positiven |-Axe, zwischen 
+ fi und — f^ von der positiven ij-Axe halbirt. 

Beim Durchgang des laufenden Punktes P= x, fi durch die ^-Axe ver- 
tauschen die Focalhalbstrahlen + ^^ und + f^ sprungweise ihre Bezeich- 
nung. Beim Eintritt des Punktes in die Abschnitte X = ß oder (i = ß 
der X'Axe fallen je zwei Focalhalbstrahlen in folgender Weise zusammen: 

l-/i = -^, = (-o). 

12. Das FocäUinienelement (vgl. § 14). Sind X, (i, dl, d(i die 
elliptischen Coordinaten, (I, tlt) die Charakteristik und ds die absolute Länge 
eines Focallinienelementes, so ist: 

(42«) ds j^z^+ ""^'^ 






21/« — X 2}/« — jft • 

In dieser Formel werden für fi = a das zweite und für X = fA = ß beide 
Glieder unbestimmt. 

13. Aenderong der Charakteristik des Linienelementes längs einer 
Fooallinie (vgl. § 14). Für eine nicht in der a;-Axe liegende Focallinie 
seien Ä, B, C die Schnittpunkte mit der 2^-Axe, x-Axe und unendlich fernen 
Geraden; B ist zugleich einer der beiden Brennpunkte B^ B', Längs der 
durch die drei Punkte markirten Abschnitte der Focallinie ist die Charak- 
teristik des Linienelementes die folgende: 

C 



(43«; 


c 

• - 


- ^ 


+ + 

m 


Ä 

• 


+- B 

-+ 


< 


> 


längs 


der 


in die 


x-Axe fallenden Focallinie 


ebenso . 




C 
• - -^ 




+ 

^ - 




+ 


Ä 

- • - - •* 


o~ 

> - • 


B 



.=:u-?- 



— 0— 0+ -1-0 

14. Die Lage der Brennpunkte auf den zwei Fooallinien eines 
Punktes (vgl. § 15). Aus der Vergleichung von (37^) und (43^) ergiebt 
sich, dass die Beihenfolge der Punkte F, Äi, Bi (i = 1, 2) auf den beiden 
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FocaUinien /»• eines Ptmktes P, in der Richtung der positiven Focalhalb- 
strahlen -(- /i, die folgende ist : 

(44^) /i = PA,B^ , f^ = Ä^PB^ oder PB^A^. 

I. Die positiven Focalhalbstrahlen laufen von P nach den Brenn- 
punkten hin. 

n. Der Focalhalbstrahl 
-f- fi läuft stets nach dem 
mit P (in Bezug auf die 
y-Äxe) ungleichseitigen, + f^ 
nach dem mit P gleichsei- 
tigen Brennpunkt. Hiermit 
ist bei gegebener Zeichnung 
der beiden Focallinien die 
Bezeichnung der vier Focal- 
halbstrahlen durch die Sym- 
bole (37^) bestimmt (vgl, 
Fig. 35, wo zwei verschie- 
dene Lagen von P ange- 
nonunen sind). 

15. Die Länge derFooal- 
distanzen eines Punktes 




Fig. 85. 



(vgl. §§ 19; 21). 



Die beiden Focaldistanzen : 
r = PB und r = PB' 



eines Punktes P = X^ ^ (vgl. Fig. 36), seine absoluten Entfernungen von 
den beiden Brennpunkten B und B\ sind; 



(63«) 



=]/« — X — j/cT— jü. 



'=l/cif — X -f- )/a — ju. , 

wo y« — ft positiv oder negativ ist, jenachdem P mit B oder mit B ' 
gleichseitig liegt. 

16. Die einfachen Fooaleigenseliaften der Ellipse und Hyperbel 

(vgl. §§ 22 — 25). Die Summe der beiden Focaldistanzen eines Punktes X, ft: 

(55<*) r +r^ 2yT—X 

ist von ft, die Differenz 

(59^) r'— r = 2V^^"^ 

von X unabhängig. 

^ I. Für jeden Punkt der Ellipse 

ist die Summe der heiden Focaldistan- 
zen (*• + ^0 gleich der Hauptaxen- 
länge (SS") der Ellipse und wird der 
Winkel heider Distanzen von der Nor- 
male(^) der Ellipsehalbirt(Ygl,¥ig.Sß). 
r, Ist BPB ' ein in 5 und J5 ' befestig- 
ter Faden, der in P mittels eines über das Pa- 
pier gleitenden Stiftes gespannt wird, so be- 
schreibt der Stiffc die EUipse (vgl. Fig. 36). 




Fig. 36. 



n. Für jeden Punlit der Hyperbel ist die Differene der beiden 
Focaldistansen (/ — r) ihrem absoluten Werthe nach gleich der 
Hauptaxenlänge (SS^ der Hyperbel und wird der Nebentoinhel 
beider Distanzen von der Normale (^) der Hyperbel halbirt (vgl. 
Fig. 37). 




17. Die BVflammengeBetBten FoosleigeiualLafteti der Ellipse nnd 

HTperbeL Ans den einfachen Focaleigenschaften I und II leiten wir kurz 
die Formeln für die zusammengesetzten Focaleigesschafteu der Ellipse und 
Hyperbel ab, welche sich anf je zwei coufocale Kegelschnitte beziehen und deren 
Ausdruct in Worten bereits in §22, IV; §24, IVniidV; § 25, IV gegeben ist. 
Es seien i und Iß zwei Ellipsen des confocalen Systems (12") und sei 
1q die äussere von beiden (vgl. Fig. 38). Die Rückwartsverlftngenmgen 
der Focaldistanzeu PB and PB' eines laufenden Pnuktes P der Ellipse l 
mögen die Ellipse l^ bezflglich in P^,' und P„ schneiden. Wir verbinden P(,' 
nnd Pq mit B" and B. Nach (55") ist, wenn wir mit zwei nebeneinander 
gestellten Bnchstaben P^B" allgemein die absolute Entfernung der Punkte 
ig und B' bezeichnen : 

P^B' + Pf,B = 2]/«^^, Po'B + P^'B' = 2"|/a"=^iÖ 

PB' + PB= 2yT^i 

und bieraas, wenn wir mit drei nebeneinander 
gestellten Buchstaben PP^B allgemein die 
absolute Länge der gebrochenen Linie von 
P über Pp nac h B bezeichnen und beachten, 
dass 2y^^^o = Vo'' 2y^=l=SÄ'ist: 
IPPo-B —PB =2-S8a, 



- PB' =2 ■ 



(I) 

iPPo'B' 

(vgL § 24, IV). 

Es seien fi und itf, zwei Hyperbeln des 
confocalen Systems (12'*) and sei n^ die äussere 
von beiden (auf der convexen Seite von fi 
gelegene). Von den Eocaldistanzen PB und 
PB" eines laufenden Punktes P der Hyperbel (t 
schneidet die erste (vgl. Fig. 39), nach dem 
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gleichseitigen Brennpunkte B lanfende, die Hyperbel fi^ in keinem, die andere 
aber in einem gleichseitigen Punkte Pq und einem ungleichseitigen Pq, Wir 
verbinden Pq und Pq mit B. Nach (59^) ist: 

P^B' - P,B = 21/^-^0 , ^o'^ - ^0^' = 2/«^ 
und hieraus wie vorhin: 



N 



PB = 2]/a — 



PPqB — PB = 2 ' SSq 



[PP^'B -PB = SS' + Äo^ol 



(11) 

(vgl. § 24, V). 

Es sei X eine Ellipse und fi^ eine Hyperbel des confocalen Systems 

(12®). Von den Focaldistanzen PtB und PiB' eines laufenden „inneren" 

Punktes Pi der Ellipse l (innerhalb des einen 
Zweiges der Hyperbel fi^ schneidet (vgl. 
Fig. 40) die erste die Hyperbel ft^ in keinem, 
die andere in einem gleichseitigen Punkte 
Pq und einem ungleichseitigen Punkte Pq. 
Wir verbinden Pq und Pq mit B, Nach 
(55®) und (59®) ist: 




PqB' — PqB = 2]/«— 



f*o 



Pq'B - P^B'^ 



2^«— 



H 



Pig. 40. 



PiB' + P,^B = 2]/« — ;i 
und hieraus: 
PiPQB + PiB=2'SSQ 

B + PiB = ÄÄ' + Äo^o'J 






(m) 

(vgl. § 22, IV). 

Es sei fi eine Hyperbel und X^ eine Ellipse des confocalen Systems (12®). 

Von den Focaldistanzen PiB und PiB' eines laufenden „inneren'' Punktes 

Pi der Hyperbel ft (innerhalb der Ellipse l) 
schneiden die Bückwärtsverlängerungen die 
Ellipse Xq in P^ und P^. Wir verbinden Pq 
und Pq' mit B und JB'. Nach (55®) und 
(59®) ist: 

PqB' + PqB = ^yT^x^, 

P^B + P^B'= 2]/^=^, 

P,J?' — P. JB = 2l/^^^fl 
und hieraus: 

Daroll Snbtraction dieser beiden Gleichungen und Benutzung der letzten der 
drei unmittelbar vorhergehenden folgt weiter: 

(IV) PiP^ff — PiP^B = SS: (vgl § 25, IV). 




Fig. 41. 



Anmerkimg n. 



171 



Anmerkung IL 
Confocale Parabeln. 

1. Begriff des oonfooalen Systems von Parabeln (vgl. §§ 26; 27). 
Die Gleichung: 

(60) y" 



ß 



+ 2ir + T = 



stellt bei veränderlichem r ein System confocaler Parabeln dar mit dem 
Brennpunkte Bi 

(7») X i-, y = 0. 



Die positive x-Axe nehmen wir nach rechts gerichtet an. In der Form: 
(9«) iß - 



*){p^ + 2a. + 'l=0 



2 



dargestellt, nmfasst das System neben eigentlichen Paräbel/n die Doppelgerade 
y* = 0, dem Werfche r = j8 entsprechend. Eine eigentliche Parabel r ist 

eine linke (links von ihrer Scheiteltangente x = 5" gelegene) oder rechte, 

jenachdem ihr Scheitelpunkt 8: x = ^, y = rechts oder links vom 

Brennpunkte B liegt. 

2. Die beiden Farabel- 
sohaaren des oonfoealen Sy- 
stems (vgl. § 28). Wir bezeich- 
nen den Parameter r des Systems 
für die linken Parabeln mit X^ für 
die rechten mit ft. Zu jenen (vgl. 
Fig. 42: ^, Ag, A3) rechnen wir 
als Grenzform X = ß das von 
B nach links laufende, zu die- 
sen (Fig. 42: (Iq, (i^, (i^) als 
Grenzform 11 = ß das von B 
nach rechts laufende Stück der 
Doppelgeraden y* = hinzu; 
zu den linken und rechten Pa- 
rabeln je auch die doppelte un- 
endlich ferne Gerade jei* = 
(in homogenen Punktcoordina- 
ten X, y, z dargestellt) als 
Grenzform X = — 00 und 

V = -f" ^^- ßöi dieser Auf- 
fassung zerfällt das confocale System (9^) in zwei Schaaren je gleich- 
namiger Parabeln: 




Fig. 4S. 
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(12®) Imke Parabeln: 

1 = — oo: z^ = 0^ 

- oo<X<ß: ^^+2aj + X = 0, 

X = ß: x£—-^, y* = 0. 

Bechte Parabeln : 
li = ß: a?^— |-, y* = 0, 

ß<fi< + oo: ^+2x + (i = 0, 

|[t -|- = cx> : z^ = 0. 

Je eine linke und eine rechte Parabel, deren Parameter X und ^i die Summe 
2ß haben, sind einander congruent. 

Durch jeden Punkt o?, y der Ebene gehen zwei im Sinne der Tabelle 
(12®) ungleichnamige Parabeln, deren Parameter X^ ii die Wurzeln der in 
T quadratischen Gleichung (9®) sind. Eine Ausnahme hiervon bietet der 
unendlich ferne Punkt der a;-Axe, durch den alle Parabeln des Systems (9®) 
hindurchgehen. 

3. Definition der parabolischen Coordinaten (vgl. § 29). Die Para- 
meter X, (i der zwei ungleichnamigen Parabeln (12®), welche durch einen 
Punkt der Ebene gehen, heissen dessen parabolische Coordinaten. Zwischen 
parabolischen Coordinaten iL, [i und gewöhnlichen Coordinaten x^ y eines 
Punktes besteht identisch in r die Gleichung: 

(15») (|S-r){p^^ + 2^ + t)=-(T-A)(r-^). 

Aus ihr folgt mit r = A.^ fi : 

(^-i){^ + 2^ + ^1=0, 

und mit Vergleiohung der Coefßcienten von x und mit Substitation von p 
für t: 



(16») ^ '^ 



(17») 



* 2 ' 



l/=_(,s_i)(^_,,). :. • 

4. Weitere Belationen zwischen x, y und X, ft (vgl. § 30) sind die 
folgenden : 

(22»,y) — 2(|J— i) + (2a!+|S)=i— ,*, _2(|S— ,t) + (2a;+/J)=|t— X. 
(23«,2,) _((j_A)_((3_^)4.(2a, + ^) = 0. 
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5. Die parabolischen Coordinaten eines Linienelementes (vgl. § 31). 
Zwischen den gewöhnlichen Coordinaten x,y, dx, dy und den parabolischen 
Coordinaten X, (a, dX, dfi eines Linienelementes besteht, aus (15®) hervor- 
gehend, identisch in r die Gleichung: 

(24«) (ß-r){^ + 2ä.]=(r-XKr-,)[^, + ^^]. 
Aus ihr folgt mit t == X , ft : 

(25") 

und mit Vergleichung der Coefficienten von r und mit r = ß: 

{2dx = — {dl + d(i] , 

Nach (23®) sind die parabolischen Coordinaten orthogonale Coordinaten. 

6. Als Axen §,1} eines Punktes P im parabolischen Coordinaten- 
sytem der Ebene (vgl. § 32) bezeichnen wir die positiven Tangenten (vgl. 
Anm. IV, 6) der Coordinaten- 

linien ft = const., X = const. / / ^y 

im Punkte P, zugleich die posi- 
tiven Normalen der Coordinaten- 
linien X = const. , (i = const. 
(vgl. Pig. 43). Sie haben gegen 
das Coordinatensystem Oxy die 
Eichtungscosinus : 



(26®) 



(29®) 



V 



worm: 



(28®) 



X 


y 


1 

21 

1 
2m 


y 


y 


2m{ß--(i) 








Ol 



Fig. 48. 



l 



= ll/?L 



m 



^ 1t /X — ft 

2' p-^* 



2 ' (5— X' 

Dabei ist | die innere Normale der linken Parabel X und 17 die äussere 
der rechten Parabel ft. 

Ein Linienelement mit den parabolischen Coordinaten X^(i^ dX^ d(i hat 
die absolute Länge: 



(30®) ds =yPdX^ -f m^ d(i^ 

und seine Eichtungscosinus jp, q gegen die Axen §, 17 des Punktes ^ ft sind: 

(31®) P = 



ds ' ^ 



ds 
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7. Die Sohnittpunkte einer geraden Linie mit dem confooalen 
System (ygl. § 33) : I. Hat eine Gerade mit den beiden Grenzformen einer der 
beiden ParabelschsAren (12^) je einen Pnnkt P^ nnd P^ gemein, so schneidet 
sie jede eigentliche Parabel derselben Schaar in zwei reellen Punkten, die 
durch P^ und P^ getrennt sind. 

n. Schneidet eine Gerade die beiden Grenzformen X= — co und 
X = ß der linken Parabeln l je in einem Punkte C^ und ^^, so ist für 
alle von C^ nach B^ gerichteten Elemente der beiden Abschnitte C^^^: e?X> 0. 

in. Schneidet eine Gerade die beiden Grenzformen ^^=ß und |Lt = + oo 
der rechten Parabeln jii je in einem Punkte B^ und Cj, so ist für alle von 
B^ nach C^ gerichteten Elemente der beiden Abschnitte -^2 ^2 * ^j^ ^ 0. 

lY. Für alle der positiven a;-Axe entgegengesetzt (nach dem Punkte 
tT— 00) gerichteten Elemente einer zur a;-Axe parallelen Geraden ist dX'^0 
und d^ > 0. 

Auf der aj-Axe selbst ist von rc-f.» bis B\ cJA > 0, (Z^ == 0, von B 
bis a;_Qo : e?A, = 0, (?fA > 0. 

8. Das Focallinienpaar eines Punktes in dem confocalen System 
(vgl. § 34). Das Linienpaar, welches den Punkt P== x,y mit dem Brenn- 
punkte B des confocalen Systems und dem unendlich fernen Punkte der 
a;-Axe verbindet, hat in laufenden Coordinaten X, T die Gleichung: 

(32«) - 2(X -x)(Y- y)y + (2a! + jS) (r - 2^)* = 

oder unter Benutzung der identischen Gleichungen Anm. II, 4 auf die Axen 
£, 1} des Punktes P transformirt: 

(34«) (^_x)(^-^)(^+^)=0. 

Das Geradenpaar hat also die Axen |, f\ als Halbirungslinien. 
Die Gleichung (34^) ist ein specieller Fall der Gleichung. 



(r-i)(.-^){jil^ + jl^)=0 



des Tangentenpaares vom Punkte X^ fi an die Parabel r des Systems (9^). 

9. Die Foealhalbstralilen eines Punktes (vgl. § 35). Die Bich- 

tungscosinus eines Focalhalbstrahles des Punktes P=^Xf \ji gegen die Axen 

g, ^ sind: 

(360) ^ _ i]/E| , ^ = ntl/f 



(37«) 



wo (I, m) die Charakteristik des Focalhalbstrahles im Punkte P ist (vgl. 
Anm. I, 11). Wir beneimen die vier Focalhalbstrahlen in der Weise: 

(+/i = (++), +/* = (+-), 
1-A = ( — ), -^, = (-+)- 

und haben die Anordnung und die Specialfälle, wie in Anm. I, 11. 

10. Das Focallinienelement (vgl. § 36). Sind A, ft, dX^ dfi die 
parabolischen Coordinaten eines Linienelementes, (I, nt) seine Charakteristik 
und ds seine absolute Länge, so ist: 

(42«) ds = -^{ldX-\'mdii). 
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Für eine nicht der x-Axq parallele Focallinie seien B und C die Schnitt- 
punkte mit der a;-Axe und der unendlich fernen Geraden; B ist zugleich 
der Brennpunkt. Längs der durch beide Punkte markirten Abschnitte der 
Focallinie ist die Charakteristik des Linienelementes die folgende: 



(430) 



C 



+ 






B 



- + 






_-....?, 



fiir eine der x-Aze parallele Focallinie ebenso: 



(43«) 



C=B 






und für die x-Axe selbst: 



C 



•<- 



+ 



++ 



0- s 
— ^ - « . - - -<- 






J9 = C 



—o 



+0 



--C 



11. Die Lage der Punkte 
B^ rc— oo fl'tif den Focalhalbstrahlen 
eines Punktes (vgl. § 37). Der 
positive Focalhalbstrahl -f- /^ führt 
von P nach dem Punkte rc— » , der 
positive Focalhalbstrahl + A ^^^ 
P nach B (vgl. Fig. 44). 

1 2. Die Länge der Fooaldistanz 
eines Punktes (vgl. §§ 39; 41). 
Die Focaldistanz r = PB eines Punk- 
tes P=il, f*, seine absolute Ent- 
fernung vom Brennpunkte P, ist: 

1 




(53^) 



(-^ + f*). 



13. Die einfache Focaleigenscliaft der Parabel: Für jeden Punkt 
der Parabel ist die Focaldistanz (r) gleich der Distanz (d) von der 
Directrix (D) und wird 
der Neben winhel beider 
Distanzen vonderNor- 
male (|) der Parabel 
halbirt (vgl. Fig. 45). 

14. Die znsammen- 
gesetste Focaleigen- 
scliaft der Parabel : Es 

seien zwei gleichnamige, 

etwa linke Parabeln X und 

Xq des confocalen Systems 

(12®) gegeben und sei Xq 

die äussere von beiden 

(vgl. Fig. 46). Der Schnitt- Fig ^^ 

punkt der durch den lau- Fig. 46. 

fenden Punkt P=X^ ^ 

der Parabel X zur rr-Axe gezogenen Parallelen mit der Parabel Xq sei 

^0 = ^j H' Na-cli (ö3®) ist dann: 
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und nach (42<*) und (43^): 

•P-^o = — y(^o — ^) — y(^o — f*)- 
Danach wird: 

oder wenn wir mit PPqJB die Länge der gebrochenen Linie von P über 
Pq nach B bezeichnen und beachten, dass X — Xq die doppelte absolute 
Entfernung der beiden Scheitelpunkte S und Sq ist« 

PPqB — PB=2' SSq. 

Der Ausdruck dieser Formel in Worten findet sich in § 43, IV. 



Anmerkung III. 

Das confocale System der EUipsoide und Hyperboloide oder der 

Paraboloide als Flichenseliaar. 

1. Das confocale System der EUipsoide und Hyperboloide in 
Ebenencoordinaten dargesteUt. In der Einführung der vier Doppelebenen 
T = — cx>, y, j3, a unterscheidet sich das allgemeine confocale. System § 3, 9 
von der in Ebenencoordinaten u, v^ w dargestellten und übrigens mit ihm 
identischen Flächenschaar: 

(1^) {a — t) w^ + (/3 — x)v^ + {y — t)w^ = 1, 

bei welcher den Werthen r == — oo\ y, |S, a die vier KegelscTmiUe der 
Schaar*) entsprechen: 



(2«) 



der imaginäre Kugelkreis 

die Eocalellipse 

die Focalhyperbel 

die imaginäre Eocalellipse 



{a — ß)u^ + (y — ß)w^ = l 
(ß — a)v^ + (y — cc)w^ = 1, 



Eür cc =: ß geht von diesen Kegelschnitten der zweite in den Eocal- 
kreis (vgl. § 2, 8') des Systems § 3, 9' über, während die beiden letzten 
in das imaginäre Punktpaar 

(y — a)w^ = 1 

auf der Eocalaxe des Systems zusammenfallen*^). 

Eür ß = y vereinigen sich die beiden reellen unter den vier Kegel- 
schnitten zu dem reellen Punktpaar: 



*) Vgl. Lindemann, a. § 1 a. 0. S. 267. 
*•) Vgl. ebenda S. 262 , Nr. 6 und S. 274, 
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dem Hanptbrennpunktpaar des Systems § 3, 9" und wird aus der imaginären 
Focalellipse ein imaginärer Focalkreis. 

2. Das oonfocale System der Faraboloide in Ebenencoordinaten 
dargestellt. Analoges gilt für das allgemeine confocale System der Fara- 
boloide § 27, 9, dessen Grleichung in Ebenencoordinaten lautet*): 

(3®) {ß — T)v^+{y — r)w^ — %u^ + 2w = 0. 

Während nämlich bei dem System § 27, 9 den Werthen t = — <^? ft y» 
-|- oo vier Boppelehmen entsprechen, liefern bei (3^) dieselben Werthe die 
vier Kegelschnitte der Schaar: 

den imaginären Kugelkreis : u^ -{- v^ -^ w^ = 

die linke Focalparabel : {ß — y)v^ — yw^ + 2 t« = 

die rechte Focalparabel : (y — ß) v? — ß'v? + 2w = 

den imaginären Kugelkreis : w^ -|- v^ + ^^ = ^• 

Für ß = Y fallen die beiden mittleren dieser Kegelschnitte in das 
Punktpaar: 

— ßu^ + 2w = 0, 

bestehend aus dem Hauptbrennpunkt Bq = Cq des Systems § 27, 9' und 
dem. unendlich fernen Punkte der a;-Axe, zusammen.**) 

3. XTebergang von dem confocalen Ssrstem der Ellipsoide und 
Hyperboloide auf das der Faraboloide. 

Um das confocale System der Ellipsoide und Hyperboloide: 



a — t ' ß — T ' y 

(a — t)w2 + (/5 — r)v^ + (y — r) t^;^ — 1 = 

in das der Faraboloide überzuführen, beziehen wir seine Gleichungen durch 
die zusammengehörigen Transformationsformeln für Punkt- und Ebenen- 
coordinaten: 

x = x -}- a>, y = y', ^ = z\ 

u' v' w' 



^ == _- ^ -=: ^ 



1 — o)w'' 1 — com'' 1 — oow' 

auf ein neues Coordinatensystem 0'x'y'z\ dessen t/'^ei'- Ebene gegen die 
^ je? -Ebene des alten Oxyz um die Strecke oo (co > 0) nach rechts ver- 
schoben ist (vgl. Fig. 1 und Fig. 20). Zugleich führen wir für die Con- 
stanten a, /?, y^ X durch die Gleichungen: 

a = G)^, ß = mß\ y = coy', x = cor' 

die neuen Constanten ©, ß\ y\ x' ein. Die vorgelegten Gleichungen nehmen 
dann die Gestalt an: 



*) Vgl. Lindemann, a. § 1 a. 0. S. 260 und S. 303. 
*♦) Vgl. ebenda S. 265 und S. 316. 

Stftude, Focttleigenschaften der Flächen 2. Ordnung. 12 



178 



üeber die Bestimmung der Bichtung eines Strahles. 



OD 



^ + _y;i^ + ^^ 



ß'-T- 



y — t 



■> + ^. + ^^-o, 



1 — 



00 



z 

00 



_ u'W + (/3' — r') t;'« + (y' — t') w' 



2 



09 



-f 2t^' = 0. 



Indem wir jetzt go über alle Grenzen wachsen lassen und für die ac- 
centuirten Buchstaben wieder unaccentuirte setzen, erhalten wir: 



y' 



P 






(ß — t)v^ + (y — t)w^ — TW» + 2w = 0," 

also das System der confocalen Paraboloide. Derselbe Grenzübergang fuhrt 
die vier Kegelschnitte der einen Flächenschaar (vgl. Anm. m, l) in die der 
anderen (vgl. Anm. III, 2) über, ebenso die elliptischen in die parabolischen 
Coordinaten. 



Anmerkung IV. 
Ueber die Bestimmung der Richtung eines Strahles. 

1. Für den absoluten Werth einer Quadratwurzel aus einer posi- 
tiven reellen Grösse X brauchen wir das Symbol Yx mit doppeltem Hori- 
zontalstrich. 

2. Der Winkel zwischen zwei Strahlen. Eine mit einem bestimmten 
Durchlaufungssinn (einer Pfeilspitze) versehene gerade Linie im Räume 

soll, wenn sie beiderseits un- 
, begrenzt ist, ein Strahl, wenn 
sie von einem bestimmten An- 
fangspunkt ausgeht, ein Halb- 
strahl genannt werden. Unter 
dem Winkel o zweier Strahlen s^ 
und ^2 (vgl. Fig. 47) ist der- 
jenige Winkel zu verstehen*), 
dessen Schenkel zwei von einem 
beliebigen Punkte ausgehende, 
mit s^ und s^ parallele und 
\ gleichsinnige Halbstrahlen h^ 

Fig. 47. ' und \ sind und welcher der 

Ungleichung ^ ca ^ jr ent- 
spricht. Die Ungleichung schliesst die Winkel: 2% — co, co -f" ^jr, u. s. w. 
zwischen denselben Schenkeln aus, ist daher überflüssig, wenn nicht der 
Winkel selbst, sondern der Cosmus des Winkels der häden Strahlen s^ und 5^, 
cos CO, bestimmt werden soll. 

3. Bichtungswinkel und Biohtungscosinus eines Strahles. In den 
eben angegebenen Bedeutungen sind auch die drei Richtungswinkel und 





*) Vgl. Lindemann, a. § 1 a. 0. S. 6. 



\ 
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Richtungscosinus eines Strahles gegen die Coordinatenaxen, welch letztere 
ebenfalls Strahlen sind, zu verstehen. Jeder gegebene Strahl hat drei be- 
stimmte Eichtungscosinus und zu drei gegebenen Eichtungscosinus gehört, 
durch einen gegebenen Punkt gehend, ein bestimmter Strahl. 

Sind «1, /?!, yj_ und «g, jS^, y^ die Richtungscosinus zweier Strahlen, 
so entspricht der Winkel m zwischen ihnen den beiden Formeln: 

cos o = cc^a^ -j- ß^ß^ + y^y^ 

sin w = y(>iy2 — nß2y + (yi«2 — ^iy2y~+(^ß2 - ßi^?- 

4. Halbirungslinie des Winkels zweier Halbstrahlen. Derjenige 
Halbstrahl, welcher den Winkel oo zweier von einem Punkte P ausgehender 
Halbstrahlen mit den Richtungscosinus «i, jS^, y^ und a^, /Sg, yg halbirt, hat 
die Richtungscosinus: 

«1 + a» ft + ßi Yi+72, 



CO ' CO ' O) ' 

2 cos — - 2 cos -— 2 cos — - 
2 2 2 



für fo = 7C wird er unbestinmit. 

5. Verbindungsstrahl von einem Funkte nach einem anderen. 
Sind Pi = i»i, ^1, Zi und Pg = iCg, y^^ z^ zwei durch ihre Coordinaten ge- 
gebene Punkte und bezeichnet: 



^ = V(^2 — ^1? + (^2 — ^l)' + (^2 — ^l7 

den absoluten Werth ihrer Entfernung, so sind 

^8 — ^1 y« — yi ^s — ^1 



s ' s ' s 



die Richtungscosinus des von P^ nach Pg gerichteten Verbindungsstrahles 
beider 'Punkte. 

6. Die positive Tangente einer durch eine Farameterdarstellung 
gegebenen Baumcurve. Eine Raumcurve sei durch die Gleichungen: 

mit einem Parameter t dargestellt. Sind t und t^ zwei benachbarte Werthe 
des Parameters, P = x^ y, z und P^^^ x^^ y^, ^2?^ die zugehörigen Punkte 
der Curve, so sollen fär hinreichend kleine absolute Werthe der Diflferenz 
t^ — t die Taylor'sche Entwickelung: 

= ^ + x\h- t) + Y^"(^ - 0* + • • •, 

sowie die entsprechenden für y^ und 0^ gelten. Wird die Differenz t^ — t 
so klein genommen, dass bei einem vorgegebenen Genauigkeitsgrade die 
Glieder zweiter und höherer Ordnung in den bezeichneten Entwicklungen 
vernachlässigt werden können, so ist P^ ein Nachbarpunkt erster Ordnung 
des Punktes P auf der Curve; wird die Differenz ^ — t ausserdem positiv 
angenommen, so ist P^ der im Sinne des wachsenden t auf P folgende 

12* 
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Nachbarpnnkt erster Ordnung. Beides vorausgesetzt, verstehen wir unter der 
positiven Tangente der Cwrve im Funkte F den VerbindungsstraM der Funkte F 
und Pi von F nach F^, wobei wir voraussetzen, dass x\ y\ z nicht alle 
drei null sind, also die absolute Entfernung der beiden Punkte: 



-P^i = 5' (^1 — 0, 5' = y^'' + y"^ + ^'' 

nicht verschwindet. Nach (5) sind die Bichtungscosinus der positiven 
Tangente: 

^ ^ fl 



Anmerkung V. 
lieber knunmlinige Coordinaten im Ranme. 

1. Begriff der krununlinigen Coordinaten. Wenn die Coordinaten 
x^ y^ z des laufenden Baumpunktes von drei Parametern A, ft, v abhängig 
gemacht werden durch die Gleichungen: 

(lO) a; = g)(A, ^, v), 2^ = i/;(X, ft, v), ^ = %(A, f*, v), 

die ihrerseits wieder nach A, fi, v auflösbar sind: 

(20) A=(Z>(a:, y, ^), ^=^{x,y,z), v = X{x, y, z), 

so werden die Parameter X, ft, v als hrunmlmige Coordinaten bezeichnet. 
Der Ort der Punkte, fär welche eine der drei Coordinaten A, ft, v constant 
ist, heisst eine Coordinatenfläche, eine l-, (i- oder vFläche, jenachdem A, fi 
oder V die constante Coordinate ist. Der Ort der Punkte, für welche zwei 
der Coordinaten A, |[a, v constant sind, heisst eine CoorämatenWnie, eine 
ftv-, vX' oder Ifi- Linie, jenachdem fi und v, v und X oder l und ft con- 
stant sind. Die erste Gleichung (2^) ist bei festem k die Gleichung einer 
X'Fläche in laufenden Coordinaten ^>iy^z\ die zweite und dritte Gleichung (2**) 
stellen bei festem ft und v in gleichem Sinne eine fAv- Linie dar. Die 
Gleichungen (l®) geben bei festem X die Farameterdarstellwng einer X-Fläche 
in laufenden Parametern fi^ v und bei festen (i und v die Farameter- 
darstelhmg einer fiv- Linie in laufendem Parameter X, 

Da die Gleichungen (l®) die besondere Form aj = >L, y = |t*, jßf = v 
annehmen können, sind die gewöhnlichen Baumcoordinaten ein specieller 
Fall der krummlinigen*). Ihre Coordinatenflächen sind Ebenen, „a?-, y- und 
je?-Ebenen", beziehungsweise parallel der yz-^ zx- und xy-Ehene des Axen- 
systems Oxyz. Ihre Coordinatenlinien sind gerade Linien, „^^-, zx- und 
icy- Linien", beziehungsweise parallel der a?-, y- und ;ef-Axe des Axen- 
systems Oxyz. 

2. Foedtive Biohtung der Coordinatenlinien in einem Punkte. Bei 

dem System der gewöhnlichen Coordinaten hat jede Coordinatenlinie con- 
stante Bichtung und einen constanten positiven Durchlaufungssinn, der mit 



*) Vgl. Lindemann, a. § 1 a. 0. S. 272. 
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demjenigen der parallelen Coordinatenaxe übereinstimmt und dadurch 
charakterisirt ist, dass in ihm die einzige längs der Coordinatenlinie ver- 
änderliche Coordinate wächst. In analoger Weise ist bei krummlinigen 
Coordinaten die positive Bichkmg einer CoordinatenJmie in einem PimJäe P 
durdi die dem wachsenden Parameter der Coordinatenlinie entsprechende posi- 
tive Tangente derselben (vgl. Anm. IV, 6) im Ptmkte P bestimmt. 

Da in den Gleichungen (l®) bei constanten Werthen von (i und v, 
V und X oder X und ft die Parameterdarstellung der Coordinatenlinien in 
laufendem Parameter A, (i oder v vorliegt, so sind die Eichtungscosinus der 
positiven Tangenten taach Anm. lY, 6 anzugeben. Zu dem Ende werde 
durch untere Indices 1, 2, 3 die partielle Differentiation nach A, ft, v 

(a?! = -^j u. s. w. ) bezeichnet und zur Abkürzung gesetzt: 



(3«) i=y^+y?+^\ ».=yv+y»*+V, «^W+^'+^a^ 

Alsdann sind die Bichtungscosinus der positiven Tangenten der Coordi- 
natenlinien im Pmikte P, die wir die Axen J, ri, f des Pu/nktes P im krumm- 
linigen Coordinaiensystem X, jü, v nennen wollen, gegen das Axensjstem Oxyg 
aus folgender Tabelle zu entnehmen: 

X y e 



(^") 



t 



^ ^ h. 

l i i 

tn m tn 

El yi h. 

n n n 



Dabei wird, wie in Anm. IV, 6, vorausgesetzt, dass die Functionen (l*^) 
für benachbarte Werthe ^, f*i, v^ zu den Coordinaten A, ft, v des Punktes P 
in die Taylor'schen Eeihen nach ganzen Potenzen von X^ — A, f^ — fi oder 
Vi — V entwickelbar sind und die drei in 2, m oder n vorkonmienden 
partiellen Differentialquotienten nicht alle drei verschwinden. 

Die krummlinigen Coordinaten sind nach (4^) orthogonal, wenn identisch 
in A, fA, V die Gleichungen bestehen: 

I^2^3 + ^iys + ^2h = Ö 
^3^ + ^82^1 + h^i = 
^1^2 + ^1^2 + ^1^2 = 0. 

In diesem Falle sind die Axen |, 17, ^ des Punktes P nicht nur die 
positiven Tangenten der Coordinatenlinien im Punkte P, sondern zugleich 
die „positiven" Normalen der Coordvnaienflächen in ihm. 

3. Ejrammliiiige Coordinaten eines Linienelementes*). Sind o?, ^, z 
die gewöhnlichen Coordinaten des Anfangspunktes und x + ^^j y + ^^j 
z -\- dz diejenigen des Endpunktes eines Linienelementes, so nennen wir die 



*) Vgl. Lie, Theorie der Transformationsgrappen, Abschn. U, Leipzig 1890, S. 4. 
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sechs Grössen o?, ^, z^ dx^ dy^ dg^ von denen die drei letzten niemals alle 
drei verschwinden sollen, die getoöknlichen Coordifuxten des Linienelementes. 
Es sind dann (vgl. Anm. IV, 5): 

(6«) ds = yj^^'+d^^'^'d?^ 



die absolute Länge und 








(7«) 


dx 
ds' 


dy 
ds' 


de 

ds 



die Eichtungscosinus des Linienelementes gegen das Axensystem Oxyz oder, 
was dasselbe ist, gegen die positiven Eichtungen der durch den Ajifangs- 
punkt des Linienelementes gehenden Coordinatenlinien des Systems der ge- 
wöhnlichen Coordinaten. 

Sind ^, fi, V die krummlinigen Coordinaten des Anfangspunktes und 
l -{-• dX^ fi -{- dfi^ V '\' dv diejenigen des Endpunktes eines Linienelementes, 
so sollen die sechs Grössen A, fi, v, dX^ dfi^ dv die krummlinigen Coordi- 
naten des Linienelementes heissen. Zwischen gewöhnlichen und krummlinigen 
Coordinaten eines Linienelementes bestehen unter den bereits zur Tabelle (4^) 
angegebenen Voraussetzungen über die Functionen (l®) die Eelationen: 



(8«) 



dx = x^dX 4" ^i^fi -|- x^dv 
dz = z^dX -\- z^dfi -j- z^dv. 



Daher stellt sich, hei Bescfiränhung auf orthogonale Coordinaten, die ab- 
solute Länge des Linienelementes in seinen krummlinigen Coordinaten nach 
(6«), (3«) und (5®) so dar: 

(9«) ds = y^iy^fWd^^^f^dvK 

Die Eichtungscosinus des Linienelementes werden bei Anwendung seiner 
krummlinigen Coordinaten, analog wie bei den gewöhnlichen in der Dar- 
stellung (7^), auf die positiven Eichtungen der durch seinen Anfangs- 
punkt ^, ^, V gehenden Coordinatenlinien des krummlinigen Coordinaten- 
systems, also auf die Axen |, t;, ^ dieses Punktes bezogen. Es ergiebt sich 
dann für den Cosinus p des Linienelementes gegen die Axe £ nach (4^) 

und (7^): 

x^dx ^^ yidy . Zi dz 

^"~ T^ ' Tds'^Tds 

oder nach (8^), (5^) und (3<^): 

Idl 
^ = ^- 
So folgt allgemein: 

Die Bichttmgscosinus p, q, r eines Linienelementes mit den orthogonalen 
krummlinigen Coordinaten X, fi, v, dX, dfi, dv und der absoluten Länge ds 
gegen die positiven Bichtungen der durch seinen Anfangspunkt X, (i, v gehenden 
CoordinaterUinien (gegen die Axen ^, t;, ? seines Anfangspunktes) haben die 
Werthe: 
/^r^n\ Idl mdii ndv 

(10») i'=di-' « = -är' '■= äT- 
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Die Zähler dieser Ausdrücke: Idl^ mdfij ndv sind nach Grösse und 
Vorzeichen die senkrechten Projectionen des Linienelementes auf die 
Axen J, ty, J. 

4. Die Charakteristik eines Linienelementes. Unter der Charakte- 
ristik eines Linienelementes a?, y, 0, dx^ dy^ dz im gewöhnlichen Coordi- 
natensystem verstehen wir die Nebeneinanderstellung (j, ^, j) der Vorzeichen 
seiner drei Eichtungscosinus (7®) gegen die positiven Eichtungen der Co- 

ordinatenlinien in dem Sinne, dass z. B. 3: das Symbol -f" oder — oder 

d sß 
bedeutet, jenachdem -^ positiv oder negativ oder null ist, jenachdem also 

das Element mit der positiven x-Axe einen spitzen oder stumpfen oder 
rechten Winkel bildet. Die Vorzeichen der drei Eichtungscosinus (7**) sind 
zugleich diejenigen von dx^ dy^ dz. 

Unter der Charakteristik desselben Linienelementes a;, y^ z, dx^ dy, dz = 
X, ft, V, dX^ dfij dv im krummlinigen Coordinatensystem verstehen wir im 
gleichen Sinne die Nebeneinanderstellung (I, m, n) der Vorzeichen seiner 
drei Eichtungscosinus (10^) gegen die positiven Eichtungen der Coordinaten- 
linien. Die Vorzeichen der drei Eichtungscosinus (10**) sind, da Z, w, w, ds 
als positive Grössen eingeführt sind, im Allgemeinen (vgl. jedoch § 9) 
zugleich diejenigen von dX^ d(ij dv. 



Anmerkung VI. 
Die Constrnction der Focallinien und Fläehennormalen. 

1. Um die vier Focallmim eines BimMes P m Bezug auf die Focäl- 
hyperhel h imd die Focälellipse c (vgl. § 12) zu construiren, suchen wir zu- 
nächst die Centralprojection c" der Focälellipse c vom Punkte P auf die 
Ebene der Focalhyperbel. Zu diesem Zwecke nehmen wir die a;;e?- Ebene 
(vgl. Fig. 1) als Aufrissebene und die o?^- Ebene als Grundrissebene und 
drehen alsdann die letztere um die a;-Axe in die erstere hinein, sodass die 
positive y-Axe in die negative z-Axe fällt. Focalhyperpel h und Focäl- 
ellipse c liegen nun in der Ebene der Zeichnung (vgl. Fig. 48); P' sei der 
Grundriss, P" der Aufriss des Punktes P, P^ der Schnittpunkt der Ge- 
raden P'P'^ mit der a;-Axe. Nunmehr bestimmt sich die gesuchte Pro- 
jection c" aus der gegebenen Ellipse c durch eine Centralcollineation in 
der Zeichnungsebene*), welche ihrerseits durch folgende Angaben bestimmt**) 
ist: Ihr Centrum E (in Fig. 48 nicht angegeben) liegt auf der Geraden P'P'' 
um die Strecke PajP' von P" nach abwärts (der ursprunglich gegebene 
Eaumpunkt P ist dabei vor der xz- und oberhalb der a;^-Ebene angenommen, 
wie in § 23), ihre Axe ist die a;-Axe, ihre Fluchtlinie e« und ihre Ver- 
schwindungslinie c„ gehen respective durch P" und P' parallel zur x-Axe. 
Danach lässt sich der Kegelschnitt c" sofort construiren***). Er ist eine 



*) Vgl. Eohn-Papperitz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Leip- 
zig 1893, Bd. I, S. 134, Abs. 174. **) Vgl. ebenda S. 138, Abs. 182. ***) Vgl. 
ebenda S. 193, Abs. 283. 
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Die Construction der Focallinien und Flächennormalen. 



Hyperbel, Parabel oder Ellipse, jenachdem die Verschwindungslinie e» die 
gegebene Ellipse c schneidet, berührt oder nicht schneidet (in Fig. 48 tritt 
der erste Fall ein). 

Da nun die Kegelschnitte b und c" die Schnittcuryen der beiden 
Focalkegel des Punktes P mit der Aufrissebene sind, so liefern ihre gegen- 




Pig. 48. 



seitigen Schnittpunkte j^j, B^^ 5^, B^ die zweiten Spurpunkte der vier 
gesuchten Focallinien /i, /g, /s, f^. Verbinden wir daher diese vier Punkte 
mit P", so erhalten wir die Aufrisse fi\ f^\ f^\ fl' der Focallinien. Die 
durch P' gehenden Grundrisse /i', f^^ f^^ f^ sind dann bestimmt, ebenso 
die ersten Spurpunkte (7^, Cg, Cj, C^ der Focallinien, welche auf die Focal- 
ellipse c fallen müssen. 

Sind die vier Focallinien des Punktes P = X, /*, v in solcher Weise 
durch ihre Grundrisse und Aufrisse gegeben, so können die Normalen |, iy, f 
der drei durch P gehenden Flächen X, fi, v des confocälen Systems (vgl. § 13, 
Fig. 5) als Halbirungslinien je zweier Focallinien construirt werden*). 

Die so construirten Focallinien und Normalen sind in den Figuren 6; 
13; 15; 16 und 18 in schiefer Parallelprojection mit dem Verkürzungs- 
verhältniss % dargestellt. 



*) Vgl. Rohn-Papperitz a. a. 0. S. 61, Abs. 93. 
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2. Nicht wesentlich anders gestaltet sich die Construction der vier 
FocaUinien eines PunMes P mit Bezug auf die beiden Focdl^ardbelm. h v/nd c 
(vgl. § 35). Nur ist hier der Kegelschnitt c' eine Hyperbel, deren eine 







w 



Fig. 49. 



Asymptote (vgl. Fig. 49) mit der Fluchtlinie e» zusammenfällt. Die vier 
Focallinien sind in Fig. 23 in schiefer Parallelprojection dargestellt, ebenso 
die wie vorhin erhaltenen Normalen | und ri der Faraboloide l und ft in 
Fig. 28 und Fig. 30. 



Berichtigungen. 

S. 3, Z. 8 (des Hauptiextes) r. u. ist nach ,,Focalkrei8e8" ein Komma zu setzen. 
S. 8, Z. 2 u. Z. 4 V. u.; S. 18, Z. 2 v. u.; S. 27, Z. 12 v. o. ist das Zeichen + 

am Knde der Zeile zu streichen. 
S. 17, Z. 8 ▼. u. ist statt „das letzte" zu lesen „die letztens 
S. 80, Z. 6 V. u. st. „X, y, f*" zu lesen „X, y, v". 
S. 88, Z. 6 y. o. st. „errichtet wird" zu lesen „errichtet sind". 
S. 49, Z. 18 y. u. und S. 90, Z. 19 y. u. sind die Quadratwurzeln mit Doppelstrichen 

zu yersehen. 

S. 60, in Formel (48) ist links unten st. „ }-" zu lesen „ 1-". 

S. 66, Z. 7 y. u. st. „(7 und C^" zu lesen „P und C^". 

S. 64, Z. 6 und Z. 7 y. u. st. 11' und lU' zu lesen H" und lü". 

S. 98, Z. 14 y. u. st. „in die Worte" zu lesen „in Worte". 

S. 108, Z. 7 y. u. st. „yon einer" zu lesen „yon seiner**. 

S. 118, Z. 8 y. u. st. (14) zu lesen (14'). 

S. 120, Z. 14 y. o. st. 8 zu lesen (8). 

S. 142 ist die Figur statt mit Fig. 28 mit Fig. 28' zu bezeichnen. 

S. 170, Z. 18 y. u. ist nach „schneiden** einzuschalten ,,(ygl. Fig'. 41)*'. 

S. 172, Z. 8 y. o. st. „+ =** zu lesen „= +**. 
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